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arremesso e aqui me meço quando se vive sob a espécie da viagem 
o que importa não é a viagem mas o começo da por isso meco por 
isso começo escrever mil páginas escrever milumapáginas para acabar 
corn a escrittna para começar com a escritura para atabarcomeçar 
com a escritura por ISSO recomeço por isso arremeço por isso teco 
escrever sobre escrever é o futuro do escrever sobrescrevo sobres-
cravo em milumanoites milumapáginas ou urna página em um" noite 
que é o mesmo noites e páginas mesmam ensimesmam onde o fim 
é o comêço onde escrever sobre o escrever é não escrever sobre não 
escrever e por isso começo descomeço pelo ., . 
llnroldo d(' ( :ar11pos 
Conteúdo 
Int•·oduçiio 
Duas conccpçoes preliminares 
I. I O 1nodclo d(·· ( \ddt~ir<l e Lq~g<'t.l <'III f\·'l~~c<-uticH ( ~1:-ls.~ic<·l 
1.~ O tllodt•]o do rcs<~rvat.()I·Ío c;·u')t.ico 
2 Caos clú,,ico como um mnbiente pm·:1 a dj,,ipação 
:!.J () IIIO<i<•Jo ("0111 O poi.cnciaJ N I·,J,S()CJ 
2.2.1 O Lt''I'IIIO dt• JlH~IIH)riH. <' dis~·-dp;u.,-iH) 
:!.:\ Aplir«llfio ao pol.<·wj;,,J NI·:LSON 
J.'l A a.proxinl:-1.<.}10 fVLnkolliii.Jla 
. ) . ~.:) 
:! . (i 
EsL11do di-l <'(jlliH.;<·w dissipa.t.ivt1 
:!.r). I Ht•s1dL1.do~ lllJJll{·rico.~. 
( ~OJH·iu~Ó('S pnrcia.i.'-i 
n•stTva.t.úrios de hilhtlrt·s 
:i Formulaçfw lleurístic" dos espru;o" de llillwrt 
:1.1 O OJ><:I'<~<im .J,. Liouvill<' 
:1.:! () prohlclllil llllidinH'IIsi<>llal i',<T<Il 
:\.'2.1 O OH<.·il<1dor hn.I'IIIÔIIÚ'o ,. outros l'X.,IIIj>los 
:L:I Sisl."""'·' con1 1nai' de ulll gra.u d" liberdade .. 
:L:J.I Nào inte)',rabilida.<k" <Írhii.a.s p<'riódicas. 
















:),r, Ohktt\Ú<> da lil<'dida 
:Lf").J () ca.~·HJ .IJILt')~rÚ.v<•J 
:L.1.1 O caso caútico _ 
:LtL~J IJisrus~;:to . 
:u; O prodnl.o interno aplica(Ó<:s. 
:Ui. I AcctT<t dos I"''"' das órbiL1s pniúdici\.s 
4 Espaços de Hilbert em Mecânica Clássica 
·1.1 lldini(<Í<'S '' conc<:itos prclinlindT<'S. 
,1.'2 Cow;eqi'Ji~llt.iil.s da tJJedida dr~ Dirdr 
11.:J l)roprieda.des do (~::>pecLro ca.útico 
5 Conclusões 
A O integrador simplético 
B Proliferaçiio rle órbitas 
















E~·dllda1110t-1 d;u-.;sica.IIH'tll.<· 11111 sis1.<•Jtl(l rotrl tn"..s ~)"i'l.IIS de Iii)<'!"·· 
drulc con:-d.ittiÍdo dt• doi~ SJJI)sist<'IIIHS fra.canu·rll.i' aroplados. O 
prinH~ii'0 1 li III sisU~ItJa. cn/)tico <'.Oill dois grau:i, l'unriorta. coiJJo UJIJ 
retwrvatório pa.ra o s(~guiHI0 1 o sisL<~Illlt ik inU:ri'H~<~. Os d'i~itos d;-l 
dinútnica Ci'l.ÓLica sobr<:. o sist('IJIH. d(' int,c.n·s~w t.orna o IJJovillH'IlLo 
d<•sLe :·H:IlHdlta.nte :-1.0 IIIOVilll('JJI.o Brownia.II0 1 qtH' /• dis:-ilpativo. 
,\ respo:-;ta liiWi'l.l' do ri~S<'rvaLór·io 1 componcnt<~ dcstc~s déitos 1 <'SLil 
11a. :-;ua d<:ru~idad<: cs,wctral. llJJUt inv<•st.iga.<_;cl.o ii.llidític;-~, do r<~ .... a•r·-
va.tório caótico JH.:f' ,<:;(:: cv'l<kllcia. qtt<~ ii. d<~nsidadi~ <~Sj)(Ttra.l pod(' :-K~r 
('scrita em L<~l"lll(JS de UI! la. SOlll<l de. l'llll<;Ú<'.S dclL-l lld.:S rl'(~qi'lt~ll("iii.S 
dns ()rhiLa.s p<~l'í<'Hiicas, Colll pesos distinl,o:-;_ 
III 
Ahstract 
\Vc stndy ci<tssica\\y ii sysi<'ll\ wil\i 1\ir<'c d<'l',r<'<'H of frccdOIIl, COII\-
posed or t.wo sllhsystc!IIS "''"'-kly n>npl<•d. The lirst., a chaotic sys· 
Ü~)ll wjl,!J two fn.~! .. ~dOilli-1 1 WOI'kS H.S êt I'C~-;(~I'VOir· for t,\1<~ St'COJH\ 1 f.JJ(' 
syst.em of intr·resl.. TIH· di'<-.-t.s o!' ti"' cha.otic dyna11rics on t.hl' 
syst.ein of ÍIIL<·r<·st r<'II<i<Ts t,\,.. 1notion of lhe htkr sinrilar t.n tlw 
lhownian IIIOV(~Il\c!ltj which is dis:-iipatiw~. 
TIH~ lirH~ar rcspon~<'~ of t,IH~ rcst'rvoirj ii. rornporwnL of Lho:·H' t•lk·ct~ 1 
lics 011 it.s spccl.ral densit.y. i\11 i<.llalyt.ir".l Íllvcst.i,e;<il.ion of t.\11' cha-
otic n.'Hervoir a.\one slwws tha.L I. I H~ SJH'ct,nd d('nsity c;t11 I H· wriUcii 
in tt•nrrK of a Sl.llll o!' l.lira<· d<•lt,a. funct.ions oll t.hc fr<"'<jiH'IH"i<'s of 
t.l"' pcriodic orhil.s, wit.h dist i11cl. wcighl.s. 
IV 
Introdução 
EsL:t Les<~ trnJa, de c-dgtJJ\S asiH'd.o~' da M<·chnící-t ( ~1:-í.ssil";t. d<~ 1"1ist,c!Jiil.s run1 
potJcus gra.t1s <h·~ liiH.~n.L:vl<~ que nprcs(·nLHtt di!IÚJllil"a caút.icit.. 
Pa.ut. inn.npora.r a. dissipB.(.'il.u d:-1 <'ttcrgi;·l d<· 1.1111 r<'rLo sisL<'Jllít, q1w <·st<uJJos 
int.eret-isados 110 l'orlnalisnJu 11:-ttni\tonia.no iiHI<~p<~lldcnL(' do L<'tllpo 1 i:\.tii!H~rlta­
lliOS o universo dest.c sisL<'Illi-1., ;-t.coplillldo-u a ttlll rcser·vrLLÓrio. 
Partic.J.ditrJIWJIÍ,<\ illv<'sLigtuJJos CollHl i'\ dintunica. ra.út.icn pod(• ~wr 11rtJ<t 
('il\ISH. da. dissipru,·;\.o <'III siHt<~IlldS llli\Ct'O~-wópicos. 1·~~-d.<· i·lsStlflf,o /• da. 11\i'tiur 
itllJHHtit,JlCÍi-1. 1 pois n~pl'l~SI~\\Í,H IIHliS tllll JW.:-iSO 110 ~-Wiltido dt• l'll(i~!ldt'l"lllO:-i O 
Jncc:-tnisrno da irn'vt~r..,ihilidadi' Jnicroscopictt.\ll('lltc, i-t.irtda qrH' vt'IlhalllOS a 
nos rcsüingir ~-~ llli~c;;.nica. cliÍ.HHicn. 
A possibilida.dc d<"~ lllll ~istctrti-t ("at'lti("o st'r \IIII rt~St'I'Vid.Ório pnrn o Movi-
nwn1.o lhnwnla.Jlo dt~ 1\llli\. pa.rt.ínlla. a i~l(' ncopla.dtt. <"lH'('I't'it a. !llot.'JviH.;;:Io ~~o 
prinH·iro rcs1dl.ado d(~ dc~t.aqu(', O arril.lljo pilra Jl\OdclanH'Ill.n d:-t dissipa\·úo 
.... /::;lun.n. rh 'inltrt::;.c;t.' + /T:-ít'l'lmlríriol Ld c.oll\U o <'XPOJIIUS :-t.q11i, <',' d<~vido d 
( :a.ld<~ira <~ Lq~p;ct.l. [ [], <"~tn qtt(' o rcs('J"vat.{)rio t'~ lll<Hit'Lvlo por 11111 i'Oll_jllnl.o 
de oscila.don~s ha.rnlÔllicos. 1\ srdn.;1.i1.flit,J10 do n~Si'I"Vit.Lório d<~ osciiH.dOI'('S por 
lllll i'llS(~lllhlt' d(: ~ist.(~l!l(l.s Ci"IÓ1.icns 1 CO!ll U 11\i'Sil\0 l'i'SII[I.tHio dissipa.t.ivo, fo'l 
prirrwiro i-t.\'('J\1,;-t.da por \Vilkinsoll l:!J e Jllil.is Lu·di~ fonna.liznda. por Bcrry c 
Hohhins l:~J. ( ~onforJIH~ s<~ \'i'I'Ú a.dia.llL<'. o llHHI<~Io do rcscrva.tól·io caótico j~ 
'"Lava prollLo "lll lilllms 1\"l'il.is ""'""o l.ra.lw.lho de 01.1. ['1], Cllilllinalldo lla 
forrnlliaçii.o de lkrry e H.obbins. 
A formulação de um<t teori<t de espaços de llilhcrt ern Mccii.nica CláRRi<Ca. 
<'OIJst.it.ui o s('gtllldll l"i':-ndtiido. LsL;L pqr ,c.;JJ<·l vt'Z~ ]H·rnlÍl(' lliJJa rt'lvii.IJJ·;-J d(' 
Ullli'\. regra. de· SOilli\. de qlll-l.lll.idad('S rh~sícas) o 'principio dil HllifornJidd.d(~.~, 
assin1 rha.nw.do por llallnay P Ozorio d1· i\I11H~idn. [.ill. I)(~ !'ato, llllla das 
rcda.\~Úe~ do principio da unil"on11idad,, /~ q1w nos inspiron a. nwdida d(~ Dirn.c 
no e1:'lpaço de fas(~:)) qtw i~ a ho.sP da consl.t"JI~·;ú.l do <~sp;.H~~o d<~ lliii·H~rt. 
Nesta irltrodnt;.:.ào, cxpo1noH n.s lliJH.l\.('SCH do t.ra.l.anwnt.o do Movinu~nt,o 
Browniano qnc apil.l'<~c<~lll nos t.ra.ha.llw.c.; d(' l•:insl.<'ill [fi). Procurn111os identiH-
ra.r dcHLn IIHl.ncir·a as idl~ia.s hásic.c·u.; dos modelo:-.; piu·a dissiJHI\iÚ.l d<~ ( :a.lfkira 
Lcggctt (C-L) " lkrry H.obhins ( Jl H). Niw ,·. lltlHSil prdcnsito razt.'l' \IIII i\ ,.,_ 
visão da.s div('.rHa~ c. llllllH~rosa.s colll.rilllli\úc~:::> neste ChlllJ.lO. 
l·~tll ~c~u t.rn.ha.IIJo s1'~111ina.l sobre o 11Jovi111ellLo 1k JH'(jllt.~nas pa.rtícJda.s sus-
JH~llstH.; llllln líquido d1~ acordo COJll a l.t'l"ll10dillÚ.JllÍca c];·Í.ssicn. [71, l·~iiJS\.t~in 
estalwi(1(Cl.l OH clcnwnl.os Jl<l.ra. 11111 l.l'íJ.l.iUJH'IJ1.o \,(~úricD do l\:1ovii1H~lli.O llnl\V 
lllél.l\0. 
O ~it"t<·~fllH g;loh:-d Hoh illvcst.igíuJI.(> const.il.11i-~(' df~ 11111 líq11ido tt. j.('lll]H'I'íl·· 
t.ura '/'r~ llll1 conjullto (h~ pa.rLículíJ.:-i 1('\'l's o sulicicnl.(' p:·J.l'a. se poder 1kspn~t.;a.r 
o d'<~it.o da gr1·1vida.d(~. J)c fa.1.o 1 o cpw :-w uiJ~I·t·va (('H(~ pr<'L('lli'l(· dc'H(TCV<~r Ll·-
orica.rn(.~flt.e) {,o Jnovinwnt.o da.s pa.rt.ír~tlas IIi'\. Sllpcrríc.t(' do líquido, d<'· 111odo 
qtw a Lensà.o SIIJH~dirial do líquido d(~\'(' t·H.'I" gra.1Hk n suficic~nt(~ p;.11·a cq11ilihril.l' 
a. for(í-1. dé!. g;ravid;·ule. O proc1·~so de~ difush.o soll discu~súo S(' dá 11<-1. sl\p(~rfíci(~ 
do líq11ido. 
O movilll(.~IILO irrq~;ulat das part.i('lda~ 110 llq11ido t devido its nJiizÓI'S COJJI 
as mol(~culaH dcsl.<· 1'1ltin1o) cujas 1-llllplitud('H (~stél.o n·~la<'iofla.d;u.; con1 al.crll]H'. 
ratura do sist.PIIlil.. J\s gra.Jli'lf~iaK t.('rJ1lodin;.llllicas do sist<~lllí-l., COliJO t.(~lllpera.-
1.tJra.1 pn~ssú.o e volunw) ~~ú.o dd.crnJiJJ<·Jd;"\.s 1wlo líquído <~.JH'I1i\.,'i) cru·acl.(·t"iz;.::'II!Cio-
o con10 11111 ·;·r::-;tr·nafári.o L<'l'llloditli~Uilico. '1\~nJos i-H ]IIi i:\. pri11wira. das hipút.<~s<~s 
d<· l.r;thallw: o !'(~serva tório COI \lO lllll Lodo ('t.;\./1. frat·tun.cnlr a<'oplado hs pa.rti 
c.ula.s cn1 s~tsp<~Ju:.;úo. Isto nrl.o siguilica. a.hsolut.a.fll(~JlÜ.~ q1H~ a.s partícula~ <~rn 
~uHpcnsào sào frac(.tillenLe J'H~rturba.dat:! ern seu rnovinH~uto) porquanto iutent-
gem com as rnnit.as moléculas do líqnido. 
Considerando ainda que nào há iuteraçào entre as diversas partículas em 
2 
su~·qH'IISiÚ)~ t.onul-:·w itTf'\f•v;ull<· ~-w ~~~ ~·sLÍ IH'Il~..;a.IHio tlllltt<l gr;t.Jld(' qtUitl1 íd<Hii• 
df~ pilrtínda.s jl111L1s nu li'quido flll 111\lllil grHtld(· (jlli'\.llliditdv d1· oiJSi'I"Vi\i
1
"iH's 
experinwlltais d<~ uma pr~,rJ..Ícula. llO lllf'Sillo líquido. PorLí1.11Lo, o prohletlli-1. Sf' 
re:::;ttuw ito d<~ IIli la. pattícula. int<~ra.gilldo co111 um r<~s(·t·vatúrio. lltliH. ~-wqiit·1rcia. 
( :1: ( l' ) ' p(t i )) ' <' lr.l q "" ( '"' 1') ,, IIII I I' o" I () "() es I' a.ço d" r,,H(" d ii. pni'I.Í"" I" ,., 11 III ii 
imll.il.ncia. rk~ ohserva.<.·il.o do S(~ll nwvinwnt.o .. O 1111ivi.~rso a.ssim c.nlls1.it.11Ído 
ma.nV~111 o ca.r{d.<'l' cstat.Í::.;t icoj qtt<' n'sid1· 110 n't-l<'I'Vil.L('H·io, pois cadit. iltst.jinria 
d<' ohscrvaçáo l.f~ri;t. llllt resultado difi'r<~Itl.<'. D<'sl.a. l"onua so1nos obrigados il 
inLrodtl/.il" llli·~diil.S pn.ra descrf~vvr o nto\'iltWIIÜJ di·l. p;utkula.. 
A últ.illli'\. <'Oilsidcra.(iúJ inrporta.lll.<' /• h ('xis1.i•11cia. de 11111 in\.('rva.lo di~ l.i~lttpo 
T dunutl.c o q11al a. partícula pcrd( 1 a llli'ltiÓrin de sctl movinH~nto nnt.erio1·. 
l•:st.(~ \.f~Illj)O T /~ peqllf~IIU COillpil.J'H.do i'OIIl O l,i'lllj)O d<' oh:-H'I'\'i'-U,,"i~l.fl 1 IIli\.~ ~111-
fici<'llLi~ para, qttr• ·~os lltoVillH'Ittos i'\iTitl;ulo~..; pdn pH.ri.Ínlh i~lll dois iut.<'l'-
valos ("01lS(~("\Ij,jVOS llO:-iSil,tll Si']" f"Oit,..:idi'I"CI.do:-i Colllfl l"cnt,ltli'IIO:-l lllltt.llilll\\'111.(' 
indcpcndent.(~."i~'[7]. 1\ i.'Xist('llCin dt'Sjf' l.i'lli!Hl T ~-l(:l /~ ga.nl,llt.idil Sf' i·l ltip/d.l~S<~ 
( 11'p/Hiiut. {~ t"it.Lisf<·it.a p('lo t·f·sprvit.t(:n·io. t\pellil:-i l'i'f"('lti.('IIWitt.(~ Sinai provo11 a 
exist.( ... ·ncia. d(' 11111 sistf'lt\11. di11A.nlico ("0111 dois griws de liiH·t·dadi' iJlli~ ~iltis­
faz L-d !tipÚL<~sc [K] .. A dis("Jiss;Ü) di'~·dc ponto f'sl.á !"ora. dus uh_jd.ivos d('s!.a 
tese, ha.stando-110:-i considi'rar f'SÍ,i' Í,l'IIIIHJ r ("Oillo proptliTiuna.l i\.0 l.i~lllJlO di· 
ronf•la.<;áo ilo J'('Scrvat.ório .. 
A iltdqwt](li.~ltcia. do lttovinH'Itl,o para insLutt.('S d<~ l.<'lnpo sldicii'IILi'IIWitt(~ 
sq>arados rat'ti.CI.fTi:t,it o f'v1oviltH'ItLo HroW11ii"l.IIO f"OIIIO 1111\ pron':-i:-iO i'sLtH'<·Ísl.ico 
dito d<' Ma.rkufL A !i>J·Ilillla,<;á<> i11icial, devida ii, l·:illsi.<'ÍII " SJiit>lllchuwski, 
e1ttiHil.<' 11111 JHOf'(·sso d(~ l\·1a.rkoi'f' 11o i':-ipH.(O di· i'oldigur;H,Jt.u. Pusl.<'riorltwnLi\ 
lfhl<~ltlwck e Ont:-il.i"ill ('Xpn·ssariUI\ o prOC(':-i:-iO d<' f\.Lu·kofl" 110 (~Sili'l\"0 di~ ra.~l':-i, 
coltto forc:,'il:-1 irnpulsi\'a.s (jlli' rrtodili("i'llll a velucida.dc da pa.díc1da lhowniana 
d(·~colil.illllil!IH~nt.c. O rd·in;.u\H~J11.o do int.i~rva.lo d<~ t.cnqlo de oh."ii'rVi-1,.(,/to /~ qw~ 
perJIIÍI.c ver csl.a difcrr:n~·,,: para Eillst<>in-SIIIolnchowski, o grá,ficu .i:(l) x l 
km rkscont.iuuidades enqna11l.o 'P'" para Oru,t.ein-Uhlenbeck de l.cm bicos. 
É imporl.anl.e destacar qnc a. idenlilkaçao de um tempo r como de"crilo 
acima implica na introdução de ur11a ''"cala de tempo rápida, em yue ''" 
11101/'ntlas do lí\lltido <')-;p('ri11W11tan1 11111<1dll(íl.:-; :-;ignifi('a.Liva~ 11u ~.;e11 I'SI.iulo; 
d<'S('l'il.o por todas i'\.S coordctlildHs ( .\"j, r,) 110 ~t'll ('Spd.(:u d(' f"il.:-i('~- Por Olltro 
lado 1 o L<~ll'1JH'> d<: oh::><.~rv;.u_J~o l (·~o int1'l'\'tdo t:rn que st~ vi' nnrdan(tiS sigr1ilirati 
va.:--; 110 esLtdo dn pa.rtíclll<-t un ~~~~IH:l1SÚ.o. A snposi(à.o T <<I.~~~ t:xd.l.d.J1H~llL(' a 
hipótt-~t'lt~ .:tdiá.batica: o r<'S<~rwtU)rio (,\ 11111 sit'lt(~Jlla, cujn. varia.<.)l.o rnicrns<'Ôpicit {~ 
ráJJida <~nqua.nto a pi.trtículi.t eh~ inf(··l't:-u't' 1 i.c. sobre a <pra\ Ht' J'a.y; obs(~!"Vil<.JH~s~ 
,; lcula. 
Al{~n1 do 1naisi a JH'<·~s('ll<,_-a d(' 11111 pron·~so t.'storAstico no movinu:nLo i11 
troduy; a idl,ia. d<~ prol>a.lidadc <' valon•s lll(,diot-~ pi.l.ra sua d('Scri<.).o. I\ J>ii.I'Lir 
d<.'sta uoç.~to, J~~iustein introduz t1 prollii.lli\idad<.~ 11 dt~ deslocanl(~llt.O (d<·' 111n 
n~rto ta.nto .6.) pn.ra a. di]'(~iLa ou pi'l.ra, i-1 t•stpwrda. de lllllél. partícula lhow-
niana. crn urna dinwnsáo, t.: d.~~Ulllilldo a parida.de de t/J (iso1.ropia, do 111t:iu), 
old./~111 a. tXJili."l\~i.o pa.ra.húlica 
ii( iJlf' 
... - 1!---'--
ilt ih' . (O. I ) 
(~III <pH~ f l~ n prohahilidad<' dt' llllla p;nt.índa i:st.a.r na. po~~lt.."i.H> :r 110 \.('llljHJ f. 
l1:t-Jt.a (1~ n ('<jllH.(Ú.O de dífusi1.o e/.) { dlitlll<·!dn o coi'licii'JJI,e d(~ difusú.o. Supondo 
. I ,,.• 
f(.r,t)- 1 .·•·xp----·, 
. v 171 /)1 ·1 /){ ( ()_ 2) 
qlH· !'<'."i\r\l.a 11a l'ún1nda. haHLant.e roJiilccidn pnra. o desvio qut~.drát.ico lllt':dio 
da. posir.)to :r 
( (). :q 
Not.c que i:t nal.llr<~zn <'sl.ocAst.ira do ~·1ovill1t)ltÜl lhownia.110 iut.rodnz i.\.t-1 
duiHl po:.->Hihilida.d(~S d(~. dc.sc.rií.;Ú.O do lliO\'illlcnLo da. pa.rt.ícu\a.: comu 111111-1, deli 
sid;"k d,, prohahili<hde (0.2) ou atra.vi·s de valon" t'Sperad<m (0.:1). 
Para dednzir a. rel~:ttJto de Eiw.;tt.:iu cq.(O.:~), podeJHOH ta1nhérn partir da 
t.:<.f11i':i-\:i':io de La . .11geviu JM.ra ot'l v;.~.\on~i!l el!lperado~ da coordenada ~c; de urna 
par/Jcula livre: 
d:r ) 
_,,_ + l"(t 
dt 
1 
N<".~fÜi'\. i'<JI.ta<_·.ilu 1 11 /• a vi: .. ;cu:~idad<· do líqltidu, qtw l·:ill~~t.cill.ití lti-l\'iil. relit.ciullíl.do 
con1 í·l <'Otti":itdtil.<' /) tt:-;i·lltdo C\. ll<H.JuJ <k pn·~.;súo uslll<.Jl.ic;·t: /) ~:- 1.:'/'j 1! 1 f'lll qtH' 
T <'~a l.<'~rnpt~ra.Lura .. F(l.) <'· llllli\. l"or'(íl. ll1d.ua.nLc cttja. 111/~dia se a1111la. i~ qu<' 
[:la.tisfa.;~, 
(F(I)F(/ 1)) =:!'ti'!'!/>( I 1.') 
~~III rptf' (/J (• \li IIi\ rllll\'àO pa.r Joca.lizadtl. lld. orig<'lll (wja O artigo de lJJtJi•h<~ll('k 
(• OriiNkill "'" r!li), 'I"'''""" pod<· ,., .. a '""""''" dc·lta "" J)intc, i\ illtmdll~·;:,., 
dei. 1'1111(-À.O ra.ndúnJica. F(t) procura ra.zer {\. IIIÍIIIica. do ('flJ'iÜi'\" ('~.;tn.Lídico das 
rolbó<~H lllolectdari~s, de ctcordn <'0111 a. t.coria citlf'·l.ica .. O l.clllpo di' corrcltt(Jio 
ao <pla.l já ll0\1 nJ<~ritnoH /~ <'xata.lll('!ll.(• o inL<•.rva.lo d<.~ lf.'.III]H) <'.tll qtw 4) Jl~to se. 
anula (o suporl.(' di·~ çiJ). 
Novanwnt.c·, d. na.t1trcz:-1. t~~t.oc;Í.st.icn dt1 l"orv1. F(t) l'a:;; com qllf' :r c :i: se_ja.t\1 
va.riúv<~is al(:a.Lúrias. /\Lrihtti-s(' i'ttl.ú.o 1111\H. proha.llilida.d<' d<· a i'oord<~Jtit<lit :r 
ocort·i~r 110 t<~lnpo 11 oiJt('JHiu-se lllllfl dist.ril111i~·clo d<· pr·ohahi\idad(·s 
ent i]Ui~ .rn /~ íl posi\·;:w da partírlllfl. 110 insl.it.IIL<• inicia,L :\ pa.rt.ir dn fllll\i.IO if) 
oht.(:'lll He Lodns as 111/~dicw da. varitlv('l .r, do t.ipo .rk. l·~la. /~ pori.<IIII.O o ol)j(•t.o 
1\ii"\.is P,:(~ra.l q11c t1. L<·oria. pod<~ fortl<'<'cr. 
f'vl('t'iJI\0 n~levíllldo o car;·Ít.cr <~st.ori'"it.ico da ('(jiiCI.<_'ÚO d(' <'Vo]IH\~i:lo d<' .1: 1 t.ct\1· 
t-1<~ lltlla Vilttl.a~c~lll <'III rclil(.'/to hs C()ll~idcrii.<_'Ó<'s a. pari ir ela. teoria, lllo](~ct!la.r, 
pois püd('IIIOS <'1\('(l.t'á \.tt COII\0 llllltt. <'<jll;·\iJ\o d<~ lllOViiiH'Id.O d(· .f Hllji•il.o H. l\1\líl. 
furç.:-1 (:;<t.(~J"IIi'\.. Un1 pa.~su 1\a.l.lll"itl /• int.rod11zir-~·i(' 11111 po\.i~llciai]HI.I'í\. ii pt1.rt.índa 
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/\i11da. t\(~s1.<· po11to de visl.a1 no t.cn11o do la.do direito proporciona.! a vdoci 
da.de pode-He associar urua forç.a de atrito. 
llirusào e di"ipaçào ficam deste '"'"lo atadas_ I~staretnoH motivados ave 
ri ficar se o a,coplameuto a mn sistema caótico pode rnock\a.r a força randôrnicil. 
5 
F{l) <'o ter111o di:-.::--;ip;üivo. i\nl.t·s purt'III 1 LHt'Illu:--; 11111 hn'Vt' n'Slllllo no pn 
llH~iro rapítulu do llHHit·lo do hanhu d<· osri]a.don':--> 1 devido t1 ( ~cdd('ira (~ Lqs-
gett [L L<~ do n~s<TVatório c.aótico, d<~vido dOU, lhoWJI, (~u~.IH)gii \VílkitJsOJI 1 
Berry e ll.obhinH [4, 10, ~. :l] apliuvloH ;, dinàrnira. c],;,"iut "" 111na p<Lrticul<t 
brownia.u«. 
A a.pre~wnta(ii.o da. tese {~ orgnniza,da, d;·l Kq;uinte ll'ltttH'lt'h. No scp;nndo 
cap í t nlo, t'~8 tI H ia JIIOS an a.l í ti c a t·· 111111 H ~rica nu~nl.<~ o prol) l( '111 a da di ssi pn.( ;:10 !li o 
dei ada, pelo a.roplanH~IILo a um ~iHt('IJlit caótico. lJtn n~qui~ito ('S~·wncirtl pa.n1. :-w 
che-gar aos reKtdt.ados llllll'H~ricos, ii.. no~·.ú.o de CSJHt(Os dt~ llillwrt em r'v1<~Cii.Jiica 
Clássica., ~ó {~ exposto no c.a.pítulo ,:j d<•. 111ll:i, rna.IH~.ira formal Jna,Lt'~ma.tica.­
niellk~. No capít11lo :l, expo1nos d<· fnr111it lwurística a introdtJ<.,~áo do qu<' <'· 
funda.IIH:.'.Iltal pnra a n~;-diza.<.,:.ú.o proposta pa.rc·1. o t~HpiH,'O de lliiiH'It: illlwdidn 
de Dirac no <~spa(n dt~ f;:ts('~H. Culllo jri dissPI!lOS da s<~ hns<~Ía, 1111Hl<t n•lt'itura 
do prinCÍpio da. IIJiiforillida<k. ])r~:--;L·I.C(I.!IIO~ ainda !lO cnpÍt.11io a a fÚr1111dH 
para. a. autocorrda.<.:rlü d<' w~t·i;;.vt~i~ din[l.lnicns <'lll 1.<~nnos dt~ 11111a so111n sohn· 
órbit.a.s pc:riódicc~,:--;, tiiW pod<~rA S<'l' 1.('~-d.a<la IIIIIIWricaint~Jitc. Apn:~t~IILaJlltlS 
nossa.s conclltsÓt'~.o.,; 110 capítulo cincu. 
() 
Capítulo 1 
Duas concepções preliminares 
1.1 O modelo de Caldeira e Leggctt em Me-
cânica Clássica 
O JIHHiclo do banho dt~ Of.iciladorcs <'xplora t'lll p;rtt!ld(' tll<'dida a i(k·ia de 
q11c () l't'.'-H'I'\'dl.Ório /~ ]!''Vt'IIH'Ill.C [H~rt.ur\Ji·l.do [H'Itl. pn.rtínJ!a dt~ intt~l'(':-i:-it'. () 1110 
dt>lo /• Jllcllwr justifiuulo t·otlnidcrando--St' ~t~ll \:H lo qHflnLi<'o. A i<kia. IJ;):-;ira. /• 
qtwo potc11ci:-d d<~ int.t~ra.<~iÚ>cOJll a partkula.lhowJ!iatJa (• lllllilo p<'<JIWIIO ptll'tt 
prornover l.ri·\.Jl:-.1itJH··:-; d<~ :-a~gunda. onk:111 <'Jttr<~ o t•stado f~tndH.\IH'lllal <' os ott-
1 ros nÍv<~is d(' ('ll('l'gia do n·st·rvat.ório 1 <[li<~ :-:Prii"I.JJ\ s111icieJd.<'IIH~Il1-t· <'sptt(n.dos. 
Já pru·a. l.elll]H~ra.tura. linita. 1 a justiliutLivtl pn.r<t o IIJoddo /· f<·iLa. via. intt·· 
gra(tlu funcio11;·d (prun 11\il.lH dd.t-dlws 1 v<~.ia a.pt'!ldic<"· C de fi]~-~ a n~r(~n'·ncia 
[li] "'"P"'I<' Hrligo). 
No limit.t• d.issico, a La.g;rallg<'H.lli\. do n•st·~rva.tório i\.SSUIIH' ;.l r(JI'llltl 
( I . I ) 
em que hwk rq)roduwm as dikr..,nças entre os !liVCJS de energia do n"er-




( I . 2) 
mas pode ser to..rnhén1 at.ravé0 dos lllOilH~IILos [li]. FillaiiJICI!Le, a, L;-1.gr;ui~<~il.11a 
do sisterna. de inl,<~rt:s0e ó da.dt:t por 
( I .:l) 
At:i equnc;.'f.H'S de lllovinH·~nto parn o llllivPrso ·l'f:ser·nalát··io Íllh~r.cl.gindo cotll a 
parl/ndn I)Ú.O n~Holvidrts 11:-lalldo a Lnu1:-d"onnada <.k La.plüC<'~- Da Lagranp;<~alla 
total [, = 1. 11 1 L8 + /.1, obtemos 
Definindo a l.ra.nsforllliida 
Mii \;;('I) - L/ 'Uik 
k 
<Íd-<) "' ('"' ,-"q;{l)dl 
./1) 
e cwcdo,e;a.!lH'IlLe pari'-!.. tj(."!), t<'-IIlO:-J da~ <'ql~t-l(Ó<•s pa.ri:l (/1.: 
Tom a.n do a L ri l-II sform ada i tl versa <~ s 11 hs ti I. 11 i 11 do a. solw~~;;.o q /..: (1.) 1 \él. <~q li a.~· rl.o de 
rnovinwnto pitra. a partícula d<: inLPn~KH<~, t.(~Juosj após alp;Illlla.s IIIaiiipula<Jws: 
_ ('". (.'2 1 lo+'"' _,, 11-(.<) 
'1" V'( ) L' ..... . ~- L . k . .~/. I 11 'I I 'I - -------- 'I -t- -__ --. __ ,. ' ' = o :.! :.:l •J ' :.! 2 ' " 
A: '1/l.J.:WA: k iil.f..;Wk .... Jrt . ,-i.·-,., ,..; I WJ.: 
' { .. tid ()) } 
-L. (.~, qk(O)coswkl + -.·-SCllwkl 
f..- (Jf..-
(I A) 
Siw t,rt~~ os tennos que aparcccll\ (kvido ao n.coplanwnto da pi.tdícula <k 
i11Lcrcssc ao 1'"-nho de o'ciladores. O L<·rcciro termo do lado esq11erdo de ( 1.4) 
é gerado por lllll potenci<tl de renonnali~n.çAo ~~' dado por 
~v=-~" _cf q2 
,, L, 2 
L. k TrlkWk 
\'t'lllos <jlt<' iW il.t'opLlrl!IOS lllllil ]Jíll'l Índa Sll_j<'iL·l il 11111 pol.<'ll<"i;t.l \;l{tf) i\ 11111 
lJilllllu d<' o:-~cili!dor<'~'· n>ul'dt'll:Hli·l il CiJill'dt'llíldi! 1 t•sf,t• pul.enciill /· nnrigidu 
pdo l.i"l'll\o harnlÚtlico ~\·'. 
O qua.rto L<'rtno do l<vlo ''"ll"'l'do pode ""' ~'""'cri to cotno 
I ( ., ., 
(. "'~ 'k I . ' ( ' I' 
--- L ---, <os u.li (I - I )11 I )<I 
tff k 'fi/ J..-WJ . ll 
Para int<~rprd . .:ll' cs1.t• \,t•rrno <'• pl'cciso i11trodu:;,ir-st·' a r1o<.;úo d<' dellsidcH]t• 
<.'S]WCl.ra.l do conjunto tk o:-wiladon';-; 1 ./(w'). l•:sLa. fun(.'Ú.o ]H'I'IlliLir;·i. qu<' a:-; 
t"Ollli.tS diSCI't'l,tlS St~ \,n\.IISfOI'IIl('lll i.'lll itll.q~;r;!.Ís. l)t~sdt~ j.i1 o]Jst'l"\'(' Si' qllt' 
in1plica <"lll coJIHid<~ra.r lllll lll.lllli~ro infinito d<~ osciladort·'s. St•jil 
L ('f .l(u.~) ~ --· b("-'-"-'•) ·) 
/,· .:..III J.-U)~ 
<[11<' ]H'l'lllit.(· c~crt·vt•r o úl t i1110 1 crnto d<J lado <'s<pterdo d<~ (I .. f) COillo 
:! ;· • .l(w) 
-- ---- · cus u.1( l -- I') dcc 
iT •. () i.;} 
i:..; t.o 
( ( !) ) 
Na v<·rd:·Hk. a dt•Jtsidnd<' <'S]H:rl.rd.l <"· d;ula ]H'la pa,rt<· i11ra.e;in;i.riH d.:l l.l't-lllSfor 
tlliHia d<~ Fouri('l' tLt sJI."iU'ptihilid.:!dt· diniu1tir.a. do banho 
(".Olll I. ~> 1.'' 
O <>Scolha da. dcttsidilde csp<'cl.ral (· f<·it.d de ntodo <[li<' o ,j[linto lcnno do 
lado <'S<[IH'rdo de (I .··1) rcSitit<> 110 li'I'JJJO diHHipativo_ Âsslllll" "''I"" ./(w) "'.i" 
da. fonna 




( I . fi) 
<"'III (jlH' !l (,' tttllito tltdl(lt" qlll' ('1.~-\ rn~qii/•ttc·i;l~-1 ("(ll"dC!.<'rist.irtl:-i do sisi.CI!Ii·l <[(' 
i ll \,(~t'(~SS('. Logu 
2 ~··x· .l(w) .. , 
- " ·-·-·-· Coo [.cl ( l - l ) """ --
7r 'u w 
'! "'" !l(/- 1.') 11 ·-.. -- ""''211Ó(l 
1r l - I' 
I') 
ern que) na última igua.ldaJh·\ toma.-~·w o Ji,nit.<~ n ___,. cx:l. Scp;ue que o t'dtinlO 
l.errno do lado '"'l"""do I'<'SIIil.a. <:Iii 
d { ['' ' ' '} :, '!ilh(l - i )<I( l )di = l!<i( l) ( I ,. o 
o tel'lno de frir<_:t-l.o. 
OH \,(~l'lJJos do lado dircit.o da <'<jltt-lvl.o ( 1.'1) Ha.o a t-ioln,·.ào dot' osclla.dores 
<ks;-tcopla.dos. F1111ciortarn COIIIO u1na. for(a. ra.ndú1nica., f(l), de tll<-~dia lllll<t P 
conda.~~-él.o dclt.a., c.luuna.do rtddo llri~.JI("Oj llllta. v<~z que o hardto (~st<~.ia iltici-
a.lttwn1.(! cttt <..>q11ilílH·io \,(~rlttodirtÚittico ltipÓL<~S(~ jA usada na <'OttsLt'tu:_:il.o do 
IIIOdl'lo: 
o <Jll<' r<'olllt.a para ./(I) 
(f(l)) =O ,. (f(l)f(l')) = 2r)k'f'h(l -I.'). 
J)or1.all1.(l 1 a (~(jUd.<~.(iO (]<~ (~V()]It~;\.(l llill"d. o ~ist(~IJta.<J<~ irtt<·~n~sst.~ {~ lllltd. <~(jll<lc;.;~.o 
de La11ppvi11. 
Al<'·m da. l1ipót.('s<' do ('qttilíhrío t.<'l'tllodín;unico, /~ itnport.atd.<' tiiCII("ion;n 
conto lltll cottjunt.o d<~ eqtta.(Ó<~s r<~V<'rsív<~is no L<~tnpo resultou, para o sisü~tna, 
d<' Í111.<'t'CSS('j tlllttHl. (~qtJCI.(.'t-lo itTew·rsíw·l. ;\ si1.tt(-l.çào /, s<~nwlhfl.tt1.r~ h ~olll<.;ú.o 
propost.c"\. pa.ra. o pa.ra.doxo de Zerr1teloj que objeL-tv.ct h própria. teoria cinl~tica 
cláosica. o fato de o conjunto de moll,cula.s, do ponto de vi,ta ulicro,cópico, 
estar sujeito "'l"'nes a processos reversíveis. ~:rn !!;Cra.l, um sist.cma. dinâmico 
Ilamiltoniano retorna tào próximo quanto He queira do Heu estado inicial, 
lO 
no t•sp;·\\1) dt• Lt~-:~·~.;. \111\H \'(':/. qll(' (':·d.(·_jit ("OIIlill<tdl) ;1 IIJI1<1 rq_;1;1u li111il.;\lla 
d<~st.e. J~:st.(~ I'<'Sidt.H.do (:, COllhccido ('(lllhJ l.t'(J1T1ll<t dt• n•co1Tt'•ncia. d(~ l 1 uinct~n', 
e <·.ha.Il\a.ln-s<~ ciclo~ de Poi11ci1.r/• ;-1os ciclos tjllt' o pont.o 1 n~pn•s<~111.a.t.ivo do 
<~st.a.do d<~ nm sisl.<~lllH. dinâ.lllÍ<"0 1 n~aiÍ"i\. 110 t'Hj)i'l.\"0 <.k fa.~l<'S. 
H.d,O!lla!Hio 1 a :-;olu(.Ü.O do pa.radoxo <'SL·l. no Li.!.o dt~ os ciclos dt~ Poinr.a.n~ 
tcrelll111II período lllllit.o gnul<h\ lllllitf) lll<'l.ior <JIH' o l.t~1Ilpo de oi.H.;<~rva.e,;.i·\.0 pili'H 
~i~t.ei!UIH coiii t.a.ntos graus d(~ lilwrdn.d<· (da. ord<'lll do lllÚlH'I'O d(' ;\vop;:-l.dl·o). 
No ca.so pn~scnL<\ <·stt'~:-; ciclos Lorna.lll-~t· itiddillitbt!I\CJ\1.<· longo:-.; na. nwdida 
<~111 que L0111H11\0S lllll conjunto coni.ÍIIIJO dt· osciL·H\orcs, 
1.2 O modelo do reservatório caótico 
O Ct'ít.udo dos <'i'<·it.os solll'<' ll111 sistvllHt [(·Jllo dit dini1.lllica. di' lllll sisl.t'lllil 
caút.ico pa.rt.iu do resttlt.ado dt' Ott [·l] ;uTITil. d<l Íll\'arituH·ia il.diahiít.ica. do 
volll!IH' co11tido 111111\ét Sllpcrf'íci(' d<' energia do :-;i:-;1.<'11\a. t';-u'JLico. O <JIIi'lll1o 
csl.t• volunH~ dt~ixn. d<~ St'l' C011:-d.n11t.(' oiH•tk('(· 11\llil lt·i diflt:-;ivrl., lllllil. ('<jlltu.:<úJ 
COIIIO (il.J) <jll<> rJisciiCii'CIIIOS a.J>iiiXO. 
Na. lllt'S111!-l. li11ha 1 lhow11 1 Ot t. t' ( :r<'ho).;i [I O] <~~·d.nda.ri\.J\1 Jllllll<'rira.IJH'ill.<~ il 
(j\lt"st.il.0 1 VCI"ilica.ndo a:--; pl·cvisót·~ dt• Ot.t, l)i·\:-it'i'\da.s 1\UIIli'\. t/1/.Úli.-.;f df (':--wrdn::> de 
lf''lilfJO mlílfiJJÜI..'"'. l~:sta t.l-('lli('a. t ('Ol'l'<'lll.(• ('\l'l prohlclllas <'lll (PH' 11\ll sist.cn1a. 
riÍ.pido <~ 11111 i<·liLo nH'xist<'Jll. Si10 illt.rudu:;,idil.s no IIIÍIIilllO duas <'S('a\a.s d<' 
l.t 1 nlj)(J 1 a.t.ra.v/1:--; de va.ri:-l.vcis l.< 1 lllpor:-1is distinta.:-; r 1 =-=-~I(' T"2 = t 1, Clll <pw t <:: I 
é 0 pa.ri;Illl':~f.!"O dt~ \t·•JJI.idi:l.O do si:--:l.t•JI]i'\. dt~ inl.t~]"(~SS(' 1 <ji\P podt~ St~l" JH~IISiHio i"OI!\0 
a. razrl.o da.s rnassas do sisL<~Illa.i<~11Lo p<'ln. do sistcnu\.c.a/lt.ic.o. J\ssinl; <~nqunnt.o 
r 1 va.riil dt~ ot·di'lll 11 r.2 \'(tria. a.pt'lli't:-i dt~ ord!'lll (: ·r1 <,~o t.('llljJO do ~islr11l;·l 
rApido <.~ T2 {~o L<~111po do Hist.<~11li\. \t•lll.o. 
( ~01110 jA IIH~IIrionan1os na introdu<_·ú.o; (~111 g<~rnl; 11111 prob!eJ\Ia q11e il.pn~­
::H:~!lta. difu~àu <~Ht;1. HOI"!IJ(d!llf~llt.t:.~ rda.cionado a UJI1(t. cqllaçàn tipo L.cl.ngnvill. 
Coube " Wilkiu,ou [2] explicitM q11e "· variávd que estava, a, pcrturha.r o 
sistema caótico sofre uma for~a de reaç.ào di"ipa.ti v a. Mais tarde, Berry e 
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Bol>hins 1:q <~si lidttt'tUll u pruiJicJJla CU!ll Jllit.is d,·LHIItc r· ful'lllitllsrJJO, ohl.(~lldu a.:; 
lún;a.s d(· Borll Opp1.'1Jhcillwr 1 i\.uiilogtt. ;t. g('rada 1wlo pot.I'Ilriid n·nurJna.lizít.dur 
da seçêl.o a.ll1.(~!'iur, (~ HJ!ld. l'on.:a. proporc.ionttl à w~lo<"ida.de, COillO a. dist-iipn.l i v a.. 
Veremos a. f·a:g11ir <pu~ e:-:;L:t. t(~Ill LmlllH~~lll llllta corllJHHWJJÜ~ gcollH~~l.ricn, que :-w 
rdaciona COili ;.,, [,.,.,de Jlerry [1'2J. 
Todo, eHtcs ""sult.a.dos <'rnhui.nn ""'"' dep.,11dr',11cia l."rnpora.l na. llarnili.o 
nia.na ltllla. \U~Z que ~t partícula. 1<'11La. (, a.l.rih11ída tttni:\. diiJ~unicil. de paràJnct,ro 
va.riado exl.<~r11a.mcnU:. Evita.llJOt-:: eHLt co11sLruçrln porq11c cnt.l.~tJd(~JilOH que 11 
di::;siptu,~.rÚ> precisa L<~r 11rna. f~twr~it-t he111 ca.rttct.<~riza.da 1 110 caso a. e11c~rgia. do 
sistema. knt.n. ;\ I!ltuwirtt colllo o l'nz<~mo\-i Sf~l'êÍ. (:x put:~t.a 110 prúxi1no ca.pÍL11Io. 
O mnddo do n:~erv.rüúrio caótico explora. cr11 gr(:l.11de IIH.~didn. a hipótcs<~ 
adia.IJ<Üica.. O pouto de partida. i~ um crJst:llllJk~ IIlicrocanônico de sisl.!'tll<-t.'"'i 
ca/Jt.inm a.copla.do a lllll sist.t:lllêt qtH 1 / 1 l(~11l.o rOillpa.rn.do ao sist<~lnfl. ra.ótico. 
CoriJO no tra.taiiH'Ilto a.nteriur, o foco de a.L('Jl(;i\.o /~na. di11iunica. d<~ lilllêL part.<~ 
do univ(~rHo, o suhsist<~Jna l<~nLo 1 <pi(' pode porLuJI.o continuar a S(~J· chêUllêtdn 
de sísl.clll(t. d(~ int.t.·n~Ht->(~. 
Na a.proxiiiJtu..;.úo i.l.dia.hAI.ir.n. 1 o h<'nplatlH~Ill.o provoc.a. o a.pan~cillH~JJto de 
11111 pol.cllci"-1 gnador da for<;a <.1" llom-Opp<'lllrcir"''"- l·:su: res11lt.ado ,-, d" 
ordeu1 zero no pa.rfuuetro de lcntidc-l.o do si~-d.cma d<~ int.(·.~n~s~·w. En1 prinwira 
or<I<~Ill, <luas Olil.ras força.s d<: !'(~a~;~l.o coJ!Ipa.rt.~t('JII, a.J!liHI.H proporcioiJnis à 
vdocidtule da. ptut.ículit d<~ illter<~:-;sc. A printcira /~como uma. fnl'(i'-t Jll(t.gtJ<'1Lica 1 
dd.,mrill<td<t por lkrry e ll.ohhi11s J:IJ. O '''""I"' qrr<: J, ii;''~'" (• a 2 f<>rlllil 
rela.cioJla.<la. cntl1 a. fí-tkc g<'()JJI/~trictt <lo si::-;t(~JIJa <·.a.ótir.o [I:J]. 
A H<·~p;undit. foi ca.lcula.da por Wilkinson pda. primeira. vez, a.p<'IJ(I.~ t.oJild.lldo 
mmo ponl.o d" partida o n·snlL<~do d., 01.1. [•lj, sohr" o volunw co11i.ido 1111 
::IIIJH'rfíci<~ 1.k (~llerg;in <k 11111 sist.en1a ra.út.ico ser lllll inva.rialll.< 1 a.di(\.IJt:diro 
<~rgódico. J~:xplicitanH~nl.(\ seja. 
n(z,l) = / dp dq(-:l(lo'(z)- h(q,p;z))' ( I. 7) 
em que e é it fuu~iio degrau de Ileaviside, (q, p) são as variáveis de posiçií.o 
e momenlo do 'is tema rápido e z é a. coordnnndil- do sistema leuto. Note que 
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O d!'IW!ldc de I a.lr<tv<'·~ d!' z....:... ~(!I), q1H' aq111 c !'JICH.rHdu coJno pnràJJwt.ro 
exl.Prno. Pnl'l.t111lo, \t'l\lu~ q1w ;1 n·L·1<.,:<.1<) 
f!( .: , I) "" ,·,m.<llllll< 
na e~cala de knq>O rápida, inq>lic~ na. força d,, llorll-Opp<'llhein•er. Ocorri' 
que ela. nào /· cxat.a.nwld·!.' v.ci.lida, <' s1Ji'\. violr1.çt-lu l.!~In tlln CO!IIportaJtH·td.o 
dil'n~ivo 1111. cJWI'gid 
(!::;. F') - :Wt , 
"'"'I"'' ó./1 ~ 1-:(:o)- /;J(:) c F(::) i·" <'11<'1'1\i" do :;isl.clllil, pn·vdn p•·la 
const.ància. <k !'!(::, t ), q11<~ cha.ma.n~IIIOS tll.f'I".'Jia adia.lw.htiO/l.f'/l.lf' rtgnala, <~ 
fj'J(~·) l~ a. f 11lcrgia d<~ faLo, obtida. se <·volninnos Ct-1da. coudi<.,"t-lo inicial 11\llll 
PJISCillhlf' lllicrocanônico <k. :-;i:.;L<•1na.s. 
i\ i'or(H d!'h:n11ina.da po1· VVilki11sU11, C11JJ!J;u\;l. /I'Ú'pi.o dchl'nu.n./i-o'l.u:o 1 d<'-
:.;apa.r<'CC qnando o sid!'llli'\. rápido{,' ÍJJt.<·p;r.cl.vc!, ,itJsl.aJJH~Jd.c fHWq1H~ o cc1rÚI.<T 
difu~ivo de (~ /•,''~·) /~próprio do HiHt.<~lllil. c;.1<~)l.ico. O a.d,i!'l.ivo "dd.<'l'lllinist.in/ 
é propo~ital, IHOCIII't-JI'!do eui'a.tiza.r qw~ ncJdtillll \iJJiit.<~ tcrltHH\ÍII;i.JJiiro <'• nc-
n.':=~scirio pa.rt-~. :--:<' dl('gnr ;.1 !'st.a i'ri('(:)o, <' ponpH' <'lh :--:111)..!;(~ do ('a.Os d<~t <'1'-
rninist.ic.o (~Jll si:-il.<'1JiaH rápidos t:o111 pou<·.o:-1 gn111s cl<' liiH·rd<-Hl<'. 
{ !111 COIIH"IIUÍ.ri<J S!' faz IH'<'<''SS<·Í.rio IWS\.<' 1\\0111<~111·0 (l.('<~I'GI. do qll<' pode sig11i 
ficar ''li111il.c t.<'l"lllodillilillico, t-tqlli 1 <'III <lisliiH,Jw dO Lrt-ll.hlll!'llt.o <k (;;.dd<:ira 
LeggC'1.L 1;: f~vid('l\Í.e qiH' l.oJJI<·l.I"··S<~ lllll <"n.-.;cul.bh mit··;·onu/.Ónir:o de sisL<'l11<tS 
ca./>ticos significa. l.ritbalhar d<~ntro da t.crnwdin[unicd.. d/tssicn. No <:JJl.anl.o 1 
a. et-JL<~ a.rra.11jo al.rilniÍlllOS llll\h cJJ<~rgia Hnita ... J;.í. 110 r.a.so do hh11ho d<· osci-
la.dorr~s~ 11111<1 V(~:;; <pH· S<' 1.011\.C.\. O li111itP !"01\l.ÍIIIIU d<• i"l'! 1 qiit~JJCiii.S 1 \.('lll-S<' IIII\ 
crc~scinH'Jll.o S<''lll \iJJ1iLc de gra.us d<·~ lilwrdn.d<\ <pi<' pod<~ pcl'lnit.ir n kl.111JW.!lLo 
ililllit.ado da. <'ll<>rgia total do ba.11ho 1 /ln<,dito 'I"'' (: tl<'si." "'"tido 'I'"' o 
limite U•rtrlodill<.unico a.qtlÍ C.. dit.o úu:xii-ilir. 
1 Po pont.o d(• vista do trHt.a.1ncnt.o d~ ( ~aldt~in~.-Lcgt:dt., o q1H~ l't''aluu~ntc import.a pa.1'<.t 
a. absorçào de cucrgia são as t'~Xc.itçu.;.üc~ a partir do ~~~tado fundamental do hanho 1 e não o 
valor dn. energia deste est.atio. Crcditc-tle o uso da t.cnuiuologia de Mt~ràni('.a Quântica ao 
fato de o moddo do bau!Jo Je o~cila.dort~s t.cr ali ~:>ua fundam~nt.açào. 
O ponto de• pa.rtidn dc~t.c· l.r-;-d,;~.riW!lto (-~ lllllil IL·I,fllilt.uniillli\. h(1~,7,)~ cor11 
z sendo pcl.l'il.lll('t.ros c•xtc~rnu:-; (jll<' varicnn lc•nl.ctrlH~nl.<'. I·~ nc·c·<·ssc·Íriu qll<' u 
(~sptu;o di.' parú.rnct.ros \,(·ldJfl, dinW\1:-lÚ.O \llêtior <p!i~ I pa.ra. qw~ a, ror~:i-1. do tipo 
tua.gnéLico, rdc1,cionada. corn a. fase rk Bt'.~LT.Y 1 c~::.:Lcja pr(~fwnt.e. Ol.HK~rVi'· tw (jlW 
z = z(d). Jt a. rnodiflcaçcl.o <ksL:t din[·unica que se wt.i inve~tiga.r, uma ve;, qt~<' 
z phSkf~ a perLnriHtr o rnovirn<"!nto do HiHLcrnn. caótirn 1 c11jo~ p.;raw-; d(~ lilH~r·di'l,dP 
::;erào doravante :-1,hn-.·via.doH corno r= ( q, p ). 
Va,rnos a~ora. rrHcu· a noLa-\,:;ln da. a.n;·í.lise (k (~sca.las de· ti~Iilpo lll{riLiplns, 
r1 - l para, o Letnpo do ."iist<~rna nlpido e -r'2 =--= (I. para o t,ernpo do sist<~rrrd 
lento. l'od.a.ntn, h ~ h( r, z) on, explicitando a <:Hca.la ck 1<'"'1'" "'n 'I'"' h 
varra, h= h.( r, T:.d. Arnlw.s a.s rwLa(JH·s <-l.piHt~n~ri-l.o ctdia.nLc. 
O c~::-;La.do do sisi.CilHI, <'i'-J.Ót.ico /~ t.orna.do como lllllh distrih11i~·.ào no csp;u.;o 
de !'ases I'( r;!) nonna.lizada 
(dr p(r; I)··- I 
(l.C:) 
•(r· O) _ ~J'I(O) ····· h( r, O)) 
I ' ~(/s',O) ( I . !l) 
Clll (lllt'' ~ d<'IIOLit i\. ÚH'i\. da, SIIJ><'I'fÍCie de <'l'H'q~)d, ddiuida. COliJO ii, d('.I'.I\':-HI:-1 
cotll respeito ;-~. crwrgia. do volurJI(' 
( I . I O) 
I\ <~sroi!Hl. d;-t di~tribui<.;úo inicial sohre a sJqwrfície de euergia. usa o fato d<~ 
que da. é mn suhspasco invari<tute '"b o rluxo. lnicialm"nt.c pé uma deu,idade 
m irrnra.nÔil ici:t,. 
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O <.pw Si' \'ili d<'L('I'tllin:t.r (' <t fur1;a. di' l'<'iH,'ilu du .~í.~t~·ttla c;H)t,iro ~ulltT o 
:;;Ísl('llta. d<~ int<·n·:-;:-;(': 
F'-- /dr!'\"' h. ( 1.11) 
(~III q111.' \7 <.knot.a o gr·adi(:ul.P cottt n'speito it:-.; va.rÍ;·Í.v1~i~ lcnt,a.s z. 
Expa.nditulo p tlttma t·J~rie de poU;ncia,:-.; do pa.ráttld,ro f 1 Letnos 
(\HlforttH~ j/i di~s<'tllOS 1 a.s wtri:-i.v(·is d(~ 1.i't11po Tt c T·1 srl.o tr·a.L·t.da~ cotttu 
V;·t.l"i<-i.Vi•is illdi'JWttdcnt.cs_ (:orno L·t.Ís, a. di'rivitda ('Olll respeito :-1 I 1:111 (!.H) 
. 1 .. ii ;) -t " -t (')( ') ::-iP ·UI !li'\. - = -.- · · < -.- - . (. • 
i) I, i"J T1 'J I:.! 
{f'o,h} o ( I. I :1) 
"I' I i) (I I (} /'11 ( I. I :1) 
'"' 
T-+{f',,h} ih, I TJ 
<' i.lliillogalll<>ll1.<' para I'•·· ,. :C: 2. 
Port.nnto /ltl /~ <'Oll~L·tJltl· lt11ttl s1d)spil\O ill\'H.ria.td.<~ d:-t, di1t;u1tica c;·d)t.ica 1 
cotll z cotlpplado 
h(/1'(z) h(r,z)) (lu(r,r2 )----·-;,;, 
,( /·., z) ( I. 1·1 ) 
cm q11(: a di'pi·~tld('tlcia. de f.'n cottt Tt. csL:-) 'tmplkiLI tta Vil.ri:I.Vd l<~td.a z. 
Seja. ft - h(r, z)- /~,(z) i-t fluLtta<)to dn. fun<Jto h:-ttniltoltÍatta rú.pidit cnt 
t.orno da <'tlergia adia.ha.Lir:-t.tlH'I11.i~ rq~rit.da. Ohs<~rv<~-:-w <JIH' 
"(z) = (h(r,z))t.;, 
(···)r,=/ dr!'o(r; T2 ) · · · = ~: / rlrh( /1' h( r, z)) · · · (l.l!í) 
Por1.al!1.o, (V Íl) t•;tz) = O. A força F pode Her reescrita como 
I<'=- j drp\lh =- (j drp) \!E--/ dr(pn + <flt + O(r1 ))\l/, 
Conlo f' <'· llO!'tllct.liz.a.do ('o ~-wg11J1du !.<'l'lllO Si' il!1tdi1, l.i'Jll S(' ilU' priJJ)('il'éi, ordPill 
F~ \7/•,'(z)+<.l-'1 , """I'"' ,,.,=o ./""t'>'VÍ>. 
O termo de or<krn zno ,:, <t l'or(a d<: llorii-Üpp<'IIIH:in>cr. Para """'"'trar o 
termo de~ priJJH~ira onh~IIl ern <, <:~ preciso dd,Prlllillar-s<~ p1. 
Com (>o da.do pela i:q.(l.l•l), rcsnlv<: "' ( l.l;l) p<:lo m61.odn d;lN c<>ra<> 
tcríst.i('as [I •I], ol>i.<'ndo- s<.: 
I'> = !TI iJpl.) - 1 I -- ---_··(r (r )·r,)dr ') I 1 ~ I .. ( T'l. ( I . I fi) 
<)tn que a inL<'gt·it\·.áo (~ l'c·ita pii.ra T{ <. r 1 <~a órbita. r· (-r[) rqHcsc~nL·I. solu,·.iws 
da.::. (~cpHl.<./H~K de lla.milton dct lla.miiLo!lia.na congi'li'tda lt(r; r~) <pw, no t<~nlpo 
T{ = 11, sn.ti.•.Ja.hCIIl a NH1.diçáo .final r·-(T1) =r. Sc-~.o ~olu<:Õc~:-; <pH~ canJinh:-1111 
para trás no tl~lllpO (nnt<• a. importiu1cia. da indqH~JJdt~ncin d:-~,s v;uiiÍ.V<'is -r1 P 
Tl il<JIIi). 
Pode-S(~ a,dic.iona.r a p1 qnalqucr f1111<;.iwj dig:-~,n1os / 1 j que :-;<'J<-l solu<;.ii.o da 
<'qWt(illl ltoJJH>gi~nca. {h.j/} =O. 1-:st.a ~wrú. IH'<'<~ssariallH'llL<·IJIIJ(\. l'un<;rl.u d<: h.j 
pois h t :-). IÚJir.a. COil:-d.a.tJj,i• d<~ !llOVill't<'Jlj,O, 
Portanto, a pri11Jeir(1. COI'I'('~çà.o ~\. d<~nsid:-uk JnicrocantHlica. {~ d(1.da poi' 
(I 17) 
A forv1 prodtiY-id:-t. por / 1 s<~rá ll<:glipt·nciada 110 qne segue, porqne or-; n~sul­
ta.dos a. rCS]H·it.o de .f1 indica111 que ('la, /· lllll t.c~nuo <k rnc!lt(lria.j JllHS qtH• 
uito dq>r~nd<~ da velocid:-l.dr~ [lil]. J\l<''lll disto, nossos rcsultttdos lllllllf'l't<'os 
mostranl o po8h:riori <Jil<~ t•st<.~ j,pnno u~m ponca. illlportiiJH:id. 
S11hHtituindo a <)Xpr<~HtÚI.o de p0 lli'i. d<~ p 1 <~ 11sando <jiW 
obthn-s<C 
1'1 = z. 
1
, r' dT [8nb(B 
t lo . h)] ('Vi.)_,+(·.·)+ /J(h,t) (1.18) 
em qtu· 
(V/,) , 
e o t('~rfllO anol a.do por (---) {~ proporcion<·d a h( F --h) t' 11ào ('.OJd.rihui p;·1.r;·1 
ct. forç.a. /<'1. 
Da <'XJ'H'(~:-;sáo pitra /<'1, l.em-st· <JIH' <·la. pod<· ~<·r <~scrit.a COliJO a intx~gral 110 
t.cmpo <1<1 lilltd l'nJl(:.;ú.o <k coJ'I'd;·l.~.;-to da.s va.riú.vci~ 1·/1.pida.sl com z coJtg<•ltt.dol 
dos gr<-l.di<~nt.<·s da lla.Jniltonia.lta. r;i.pidal ist.o /-,uma. ;-wt.ocorrda.c.:cl.o da. l"or\·.a 
gcnera.liz::·t.da. D<·~[]()Í,il,Jldo por c C,"il.t~ vd.or ('01'1'Cia.(Cl.o1 u~lll ~~~ 
C( T) ' (I 'V h 11 \' j, I ' ) I· 
Pr<'Lcnd<~-s< 1 c<·dcnla.r o <Jeito da fo1·1..:<-1 / 1'1 pa.ra L<·rnpos <h ordt'lll d1~ 1/<. Su-
pondo qn<~ o :-->ist.cnul. caótico<·, 111ixin.e; 1 a.s r.on<·l;uJws dt·uu~Jll rií.pido o :-ndici 
ent<~ para aproxint:ti'!Jtosl T 1 ,...__, 1/< 
/''C( ti dt"" r· C( ti"' . 
./o .ftl 
F, i· ~,ih. [~: ./,'',/rC(T)] 




( 1.22 I 
Pa.ra inL<~I'JH'<~t.a.r cst.(' n~stdt.a.dol d<~<:OIIlpÚc-sc l\.ij <~lll suas p:ti'Í.<·~s ~iuJ{~trica. 
<-~ atd.j .. ~illlt_~~tric.it 
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A fon.·a. (jlH' rui'J'('~J)(llldt• a pit.rt.(· t1.11t.i ·:-d111/·1 rica t' u 111agnd.i:-i111u g('UIIIt'~t.ricu. 
De fal.o, 
en1 qw~ o 'carnpo nutgn(~~tico, {~ da.do por 
I . [ l~' l ll(z) = --;wiir; ~ dT((Vi,), 1\ VÍt)!; 
.:...:....J ' u 
( I. :tl) 
Esta i~ precisa.nH)fÜ(~ ~. (·~xpn·ss;l.o obt.ida. a.nt.eriontu:nh) (·~111 [laJ como o limit<~ 
clá.Hsico da. ~-forma d(l. fase ~eo1.11{~trica .. Mosl.rcJ.-S<: qiH' B st~ anula quando a. 
dinil.IIlica c:-1ú1.ica. pos:)lli siiiH~tria por rcv<·rs/,.o Í.(·fnpnud. 
A parte sinu'•l,rica. da. for~·a dP printeira orden1 ta. l"rin:)J.o dd.l'~riiiiiiÍHt.ica .. 
No <~st.udo d<~sl.a. 1.<':-il'\ o cqllivalt•nt.<~ H. lln.IItiltonin.na caótica. h(r,z) t.rar;;. 11111 
sisL<'IllH. lento cOIII i.:tpt.~llilH urn grau de lilwrda.dc, pois Psta.rt.~IIIOH dirigindo 
uossa. aÜ~II(.'.Ú.o a 11\lHl. vcrilica<Jw 1111111/·rica. clt•stt~ it.t.rito dct<~nniníst.ico. 
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Capítulo 2 
Caos clássico como um 
ambiente para a dissipação 
Nt'stt 1 utpí1.u\o, a.plir.itiilOS n L<·uria. do a.roplatlWtll,o de tllll si:·d.t~IIli'l ]t~IJto 
a 111'11 rcs<~l'\'íltório c:-H~)tico. Nosso tri\.l,it.IIH~IJI.o dif<·rc de~·HI<· o início da.q~ttdt' 
<'xpo~Lo na st~(::to I .2 por coJJHid(•riii"IIWS 11111 run!.<~xt.o de tJnivt•t·sn ft~dJado; 
SiR, 
<~III <pw S denota I!Ill sist(·ma d(' ini-PH'i"'St~, tpH.~ sera l<~utoj 'R. d<~nnt.n lltll 
:-::iKtt'IIJa. COlll dois gra.us <k liiH~rda.de 1 que ~wrá rripido .. 1\ dift~I"PIH~.a (.~st..:i. 110 
fato dt• qtH· s u~r~. (lfillt dilltllliÍCi\. illcli!Si\. 1\C\. llil.llliiLoniana, LoLd do lllliV<~t','-;0 
SiR. 
(~omo Kt~ Vt'ri1. adia11t.t~, pa.ra int<·rprctar r.olnp\('tanwid.c os n~~-mltndos 1111-
llll~rir.os, va.nJos 1\SéU' tlllll-t teoria de t·sph(Os d<' llilhf~rt. t!JJJ M<:ciwiul. (;];is~ica. 1 
iudo portnut.o a.li~lll da teoria. adiaiHlt.ica. 1·~:-;t!lda!!!o:-; po:-;tcrior!lwlll.<~ a IWC<:s 
Hid;·l.d<· da hip<')t.(~HP a.di;th;.;.tictt pitra. haver dit-::sipaçúo. /\travessando a. a.pro-
xiilli.t~ào a.dia.b;.;.tica, chega.nw~ a un1 paralelo corn o modelo do ha.oho <h~ 
ot.-~cilculores. 
lni<-ia.lmcnte, consideramo' o si,tem<t rápido como o pol.eneial NELSON, 
e'l.n<hdo em gran<k detalhe por Hana.ngcr c Davics [16]. Este sistema apre-
!!) 
SPilta. llll'l l'('tl_;illH' 1':-l.ZOi·l.\'PillWII\,(~ n~glllHI' ptll'íl ('1\('l).~ld.S bitiXii.S, 111<~1\UI'(':-; Uli da 
orderll d(·' 0.0~, (~ ll\11 rq~;i1nc ccu\tlco pa.ra (~IH~rgias lliH.Íorrs 011 dit onl(~lll de· 
o.:t Para Cll(~rgi:-I.S ('!li t.on\0 ~.k~ 0.1' ('I(~(.' lllÍsl.ol <·qn·c~S(~J\Lillldo lllll ll\i-1.1" ("i·J.(')J.ico 
cercaudo algulllas ilh"s de est<tllilid;uk 
O pot.cncia.l N liLSON coustiLui assin1 11111 si.st.ema rú.pido a.dequa.do l><lr<L 
verificanuoH qw~ il. dissipa.çcl.o é-. ca.usa.da. 1wlo rilos. Mostra.trlOR q11e, IIi'\. rcp;iilü 
intcgnl.vel 1 o ;tcopla.rnent.o s~') fa:;; a.crcsC('Iil.ar 11111 potf~Jicial adiahALíco a.o sis 
t.cn\il. l<·rll.<>. O sist.eulit l"uto escolhido i· 11111 l><>t.<·wial qu<Í.rtico 11nidi11H:IIsio· 
na.l. S<'u l"'ríodo d"sacoplndo i· d<> or<klll de 100 veo11" lllaior 'I"" o período da 
órbita. periódica. ma.iK Cllt'l.a. do potencial NI•:LsoN. Na verdade, o qu(~ Citrac-
t.criza a. rapidc~.; do HisL(~Jna rií.pido {a 1"11rH)1.o de i:\.1Jtoconda.çcl.o1 a.prc~cntad;-1 
na. se~ào 1.2. 
Post.(~riornH·.~ut(·~, e uma V(~:;; (~sta.IH'I('cida. a (~(]llii..(.:.i\.0 à la Langcvil) para 
a evoluç.ào 1nl~dia do sisl.l'~l!l(l lt~nto 1 n'fa.:;;c1nos o prol)lcma lllllll{~rico substi-
. ttlindo o N FLSON por <plitl.ro hi\lmn~s ('aÓticoH 1 um d!'~ cada V(·~z. IHt.o cons-
tit.rli 11111 sq~nndo j.(~t"L(• pa.ra. n. j.(~oria. ;\]/'111 disso 1 constatando que a n.ul.u-
COIT('l:-u.::-lo d<-1. fon,,-a. !2/~II!.~ritli;.;a.da do sisL<'Illtt <'aúl.ico sobn~ o siHI.('!llí\. 1(~1\l.o <··~o 
que llla.Ís ÍlllporLa. 1\0H t.'!'Pit.ot:> do a.roplí111H'tli.0 1 os hilha.rcs Lt~rll Hl\d.H dirneJif':IÚes 
a.dcqtl:-l.da.nlciiÜ' (~t->coJ[Jidit~ para V('riflca.r os difcr·<~nl.!'~s CO!llporLi"\.IIH~III.Ot:-t do 
si:=dJ~ma h~nto. 
l·:n1 qtudq1rcr ca.Hn, a lla.JIIilt.onia.Jiil. do univ<~rso ~~ (~scrit.a. na forma 
li = 11, I 11, + fl_ , ( ~. I) 
em q11(' 1(: ~','a IL-~.~ni\l.o!lialla. do :--;ist.<~!lla rápido, //,: uma lla.miH.oniana d!'~ 
int('J"iH.).o e 11.~ {~i:\ !Lunilt.ollia.rw do sist.<'lll<l l<'nl.o. l·:st.a r'Jltima !'~scollwr11os 
coJl\U 11111 pot.<~Jlcia.l q1Járt.ico tinidinletl."iiona.l; 
1)2 À 11 -o -'-+-;;'+;h'' 
' 2A{, 2 (2.2) 
Para fa:.<er corn que a variável dinàmica. z va.rie lentamente, basta tornarmos 
/1/ M, < 1, BC À =O, ou À/ M, < I se /J f:; O. Escolhemos M, = 100, À= O 
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') • ) r-: 
_.,.:.,r,). 
llitlllilt.onia.nH /1 
2.1 O modelo com o potencial NELSON 
1,, p' 
_c:+ ,, + (y 
2 ~ 
)·"" 
O V<t\or do parÚIIJdro I" (• O. I <'III t,><.\a <'sl.a tcS<>. 
2 
:t.: -~ I" ., 
-) +-:r" 
2 2 
( :1. :l) 
( 2.<1 ) 
O I nÓdulo do pa.râltH'Lro de· itrop\a.lllt'Jd.o 1 ··yj (~ us pa.ril.fllt:f.ros do ~i:-;t.c•JJlél. d<' 
illl.t'I"C~~:w !1 <~ . ...\ <':·d.iu"J n·hu·iolla.do:-;, Para .11 ::- 0 1 /, L-í.ci\ \d:r que' Hill acoplrtlll('ld.o 
lllllil.o fort.c I.O!'!Iil.ria o sis\.(~11\él. .:· ililllil.:-ulo. ( 1011\0 vc'n~IIIOS a :·wg11il' 1 a rc'LH~Úo 
dt'VC' s(:r i"iat.i~kit.cL Tra.hnlha.ndo ("OI!l o o~cilador hnrlliÔili('o C0\\10 si:--;\.('lllél 
knt.o 1 o i:t("opla!J\('Jil.u and)a por licit.t' (.k t.al l"orllli\. lin1iLa.do qn<' seus ('l"(:ito:--; 
sào lll11ito IWC.jiH'.\l0:-1 pa.rc1. :-;<'l'<'lll ohsrrvado:-.:.. O acopla.JJH~.I\to na dirt'Ç~Iü ·y 11iú) 
apresenta g<'llcra.lid;.uk lllitior que <'SL<~ uti]i:;;ndo 1 porq11(~ o (:lxo :c uao <~ un1 
<~ixo dt' si1nd.ria do Juoviinc~nLo~ <'OIII o acoplnnH~tJLo, Isto Jd. na.o ocorr<~ 110 
C(\SO do hilha.r d<~ Buninuwich. O poLPJicia.\ adia.h/üico <~ lllétis C01llpli("a.do s(.' 
iutrodu:;;imos a.q11i llll\ t(·J·Jno y:;·, 
lnt.rodu~illJOS o t.erlllo quárt.i("o IlO potr~Ilrial do sistenw. llnidilltCIIsional 
para gara.11tir t..p)(' o lllovimento ali scmpn: S(~ja !illliti.ido. 
Lemhra.Jl\O:-; (PI<~ <~st.arc~JilOt-:1 fa:;;<~ndo 1nédia.s d<~ <~nsctnbk ptua obter o <pw 
chanJareJmm uw·uúncnlo 111.édio da coordenad;t. l~e11la: ( (z), (p,) )- U1na. rna-
neira consist.cnte de apag<tr as flutuaçi>c" <kvic\a.s a uma condição inicial es-
pecífica na superfície de energia do universo é fa7.er médias com uma. deuHi-
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!'(o']>,,'()) 
b ( ,, - 11 ) 
( ., ' ) ~.,) ~(/J'~ :_: 1 /).-.-) 
(.~III que as var1aveJs lcnta.s C.'IJLrn.lll corno pa.rh1nd.ro e L: c 1111lH <'o!lHLli!L(~ dt~ 
IIOJ'I1l(l.] jt,("\.~'.Ú.O. 
Esta. dP!I,"iid(Jd<~ rnicrocaJJÚIIIC.a corn~t-:~pond<· a 11111a. ::::u]H'I'I"íriP dt• <'ll<~I'RÍ;·l 
do ·"i~tc.rna n-)pido pil.ra ;:: (~ )':: fixos) no i11~ta.ntc inicia.!. l.~to {~ f/H-'11 d<~ v<~l' 
observando .:i. ip;unldadf'; 
Corno 11Ú.o estamo::-: iuV·n~s11ados din.~tttiiiCilLc na. diniunica rápida1 111as H.]H:-
nas no SCII efeito mi:din Robn~ o sisL<~rna lt.~nto 1 a id<'~ia t·~ toinarnJus toda.:-; a~.; 
condiçôc.~::; iniciais poskÍVPiHl co1ll a me~Jilit <~IH~rgia. 1 t' Vt.~rificnr S<'ll d-t~ito 111/~dio 
sohn~ o sisLCilli"\. dt~ int<~n~ss<~. /\. irrd<~vél.nci;.l da. condi<.Jw i11icial do si:-d.<'l!li'~ 
rá.pido <'• l"tiiHl<-ulii:~IILal péU'i-1, u 1110d('la.nwnt.o d(~sta densid:-t<l(· lllicrocn.Jt()lli("a 
ll\111 H' I' j ("(U IH~ill.e. 
O princípio qw~, de fato, ori!.~lihl. a. dc.líni()l.u da. de.nsidadt~ lllicroca.nónJc.a 
n:~duz;ida. t~ o clU\.IIIiHio prinr{pio da indlftn .. nço. [ 17J, <pi<~ <~quiwdc.~ a tonlil.t'lllos 
todn.s as condi\~Óe:-; inícia.is llllllla SllfWrl"íci(~ d{' ( .. ~uerp;ia <:!ll JH~~ de ip;un.lda.de. 
Nlltllt1 rica.uwnt<~ st) Jltili;,a.IJI01.; nm núJncro finito de condi~~úe~ iniciais. !\ um 
vergÔ11tiii dn.s ml>diM·i, pa.ra. lllll IIIÍill('l'o ra.d;t v<~;r, IIHtior dt~ ro11div·ws ini('ia.i~, 
legitima o procedinwnt.o. ( ~omo não <·~xis te 11\'IHL llit·~rarqnia na.s condi~~ó(~1'1 ini-
ciais1 a. 111i~dia que se l"a7. é- (I, ulí~~diit aritrné:tira. O conjunto de J'H">lltos para o 
c:-ilr!\\o lll\IJJÓ·ico1 grJd dt.' po1tlos, i~ lltlil"onrJt'JIWIILe <lisLI'ihtJÍ(Io 1\i'\. HlljWI'rí<·i<~ 
d(' C.ll<'rgia. do :-;istc.~I\Ja ril.pido. 
O vol11uw contido 1111. Sllperl'ície de Cll"'')(l<l do HiHLcnm rá.pido, !!, (, o 
inva.ria.nl.c a.dial><ttico. Na. nwdida que o Lclllpo t passa, a wperl'ícic de cnerl(i<t 
iuicia.l vai se ddormaudo. Como z e p, deixam de ser coustanl.es para. t > O, 
os poutos do grid nem sequer estarào numa. mesma superficie de energia do 
sistema 1·â.pido. Estarào apenas na. superfície de energia total F = H, mas 
p L 
q 
Fi~urn '2. I: I~~~Hjllf'llJa. da SIIJH•rfici<~ dt 1 t~JH~rgia do sistelllh rt;.pido ondt~ \,o-
11\Htnos <ts ('Ondiçúe~ inicia.is. À dirciLt 1 a CIII'Vi'-l. cinza. !'epn•scllLt. ltJlla. nova 
SI q )(~r r í c i(' de t' 111CI"gi a. oh Li dti.. a.LrrtVt~·~ d ("\. i ll v a. r i A.ll c ia éH I i tth~.c i(" í\. do v olll I \H~ q llt' i·l 
UJJ"VH h C:-i<jlii.~J'dH. t'IIVO]VC. t\ fiJJ"V(l. Cll1'11p;i1.dd. csqtH'IIIi\Ü;t;íl O <JIW dl~ frd.o il.COI\-
j,('('(' t'OJil os pontos dn stqH'rfíci<' inicial, pit.rn. a.]t-~111 dn itpro.\illlil.(í-l.o ;-ulia.l>/d.ica. 
pc~I'IJJHIH1Ccráo próxin1os de tliJJa SlljWrfíci<~ obtida pcdct inva.r·iú11cia. adiabàLict·t 
do voilllll<., n. 
i\ dct<~l"lllilli-t(áo de 0 para o potencia .. ] NELSON i.·~ pili'LictJ]anlH~Jd.(· sÍI!lpl<•s 
ponp1e lfc <'~ tl!lli'\. sonu-t de~ quadrado:-:~: 
!!(R,,, v,) --·, / H( Jo:- 11) ,i:J: d!J df',· dv,, (:!..(i) 
Da c~<jlléH.:ào a.cilll<l; decorre que~ ): 1 a coustallti' de 1\0I'tlli-diza<_"cl..o d;:1 dc·rlsi-
da.de mkr·oca.nônica n·du:tidn 1 c':.. dada. por ): ~:::..: ihJ'L Fa.Y-i~11do a. lliiHianc.;a. d(~ 
vari::í.vc~i~ 
/!; "" (:!..7) .r ~ .<('OS{) - - Jl. 
J~'2 (2.1\) y 
- + ,, ""' (} 2 
Jl;· ht• COH ~~ , (2.!!) 




,.,:t + ,.:t - L'' , 
' !·;' "-" F -- lls("n,/!., 0 ) + l_.:,j 
'2f1 
·' "" ..,!'R; c os~ ,. - w "'"' ~ 
"~ 2M 
Em (2.1!J ), ;:_;c}):; :-;ào lidos r.oino p:-tràlrH•I.nm. A r<'la.<_:il.o 
fon1en• o pot.cnci;·d adia.b.itico do movinu~nto lenLo: 
~', (.o) -
2 2 I z 
( 2 I I ) 
( 2. I:!) 
(:!.l:l) 
( 2. I 1 ) 
(2.1t>) 
que é o de lllll osci\;·ulor iuv<~rtido. O pol.(~IIcia.\ \<. dA a. c.on·e(:)io d(~ on.h~111 
zero 110 1novinwnto do :-;Ü;Leina. knl.o_ Sii.li~~utc~- se que nà.o fixa.JJJos .a. energia 
do potencial NELSON para <>sk c;ikttlo. l'orta.nto 1/,. ind"Jl"lld" do re).\i""' do 
sistenu1 r.ipido, s<~ja. <~k Ci-t.Ót.icol regllla.r 011 rnido. 
;\ <ktcrtnino..<._~d.o tk \/,. pernlit.<:-nos H~tOilli:tr ct dit-Jc\lssél.o a. l't:$pcito da es-
colha de I· No caso do ""cilador, j) = O, o pol.cncial acn."cido do t"rtno 
Hdia.báticn só confinct a part.Ícula. J(··11La. S(~ .\- .'1·; > O. Al<~nl do <JIH.~ )·i;. foi 
I' , 
discutido, o tnódnlo de 1 t<'lll d" ser i.al que o acoplatncnto "'.i•• pert.urba-
tivo1 principalmente pa.ra. cpa~ o sisV~illit NELSON nil.o sofra rnudr1.n\~(I.H IIJuito 
graw.le::.; eu1 t-;IIU. c1wrgia.. 
No esquen1a. na tig.(2. I), et=>ta.. idéia .s<~ tradw~ no fat.o de que a. curva cnru-
!!;ada não pude se afastar demais da wperfície com a. energia adiaba.ticarneuLe 
regrada. Caso isto não "'.ia satisfeito, a.lgnns pontos do grid poderiw rnndar 
do rcgim" r"gnlar para o caótico ou v1ec-v.crsa. Mesmo no caso dos bilha.r"s, 
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em (J11P o rq.;iuw /· ca.ótico indqH'Illii~JJL<'IIH'Illc di!. cJwrgin, <~st<· cttida.dn d!'~V(' 
r=;er Lollli\.do porqtH~ a.s coJTcla.<,:Ót•s lllttd:-1.111 p<na dil't~I'PJtL(·~ ('Jwrp;iaH (a.diil.nLe 
se justilicará o pa.pd da.s corn·b-u.,/)Ps). 
PortaiiLo, a. condi<,:rl.o d<~ a.copla.nwnto fraco, nti.o rneuciona.da no t.ra.l.a.-
nu"'to de lleJT,Y" llol>hinR, se fay, '""."'"iria. Ocorr" 'I"" o sisl.cnliJ. rápido 
precisa :)e Coillportar cou1o nn1 n~scrvatúrio c para ta.nt.o Hlta. f~1.1erp;ia. d<~ve 
ser bern maior ('pw a, do sisten1;,t \Pnt.o. h;to <~~ rea\i~,;a.do eHcolhcndo a. energia 
inicia.\ do t::it":~Leiila. lento bern menor qtw a <'IH'rgia, total do Hniv(:!":)O. Tipi 
carnente, 11J'::·,.. =O( lft<J) enquanto qtH• F ~ O( \0- 2 ). A (~llergia ~~~~ 1 a.ssun 
baixa inclusiw~ ajuda a fazer do p;PI.\1 z UIII KiHt(~Jna. he111 lento, con1 período 
da ord"nl <k .I 000, quiLIJ<Io de""'"Piado. 
Outro ponto i11q>ort.ant.e {~ a escolha do integrador 11lll'lWI'ICO. Os (~ITO:) 
da int< .. ~gra~:.ú.o IlHinórica Hsna.lnH~nte JH~rinil.elll lJJll aJast.anlctd:o do va.\or da. 
energia t.otn.l /~'. J·:st.c l~ o caso <ln l"a.nlília <"ic iill.q~ra(lorcs l{.tJtlgr:-1\ltl.t(l,. 
Ohvin.ment.c a. llltltlliHf.CtH;à.o da. (·~nerp;ia. tol.(l.\ cntu.;l.;-ui\,(.~ (~' irnpn•scindívd llll!IJ 
estudo de dissipa.çào. ;\ id/~ia do nd·todo de int.q~;ra.çél.o llliilli'rÍCa tlsH.do (~ 
apre:·H~nt.H.da no a[H~~ndicc \ .. Trr1.l.tt-sc de lllll intcgya,dor sinipld.ico d(' s(·xi.('J, 
orde1u [IS, l9], que t.<~Ill a. g;a.rttutia (tainhhu checa.da ('L cada. pttsHo) de que a. 
energia t.ot.all~ cons<~rvada. .. I\. varia.çi10 p<~nnitida 1 <'lll rela<,:él.o h (~lH~rgia. tota.\ 1 
é da ordem de I O" 7 para todo, os gráliros mostrados. O módulo máximo do 
potencial adiab;itiro e de outras força,s 'I'"' v'·remos surgir na. aplicação do 
nwd(1]o sà.o sig;nilica.tivmnctll.c tna.ior<~s para S<'l'<~In identificados .. 
O período d(~ n 1 l"(·:rt•n('i(J, T !'~1 ndndado pa.!"a, o tnovinwtd.o dcsa,coplado 1 
mas con:-.;id(~rando a illfllli~ncia do pol.f:nc.ia.l \;~.... Para os prinwiros rptat.ro 
grálico,, T = 117(i " " CO!Isf.<t!lle d, a<:oplatll"lltO -y = (i X w-". o n<'mwro 
de condiçóes iniciaiH, jA co1n l.et-3te de couvergt~w .. :ia., varia. de 111rt gráfico p(l.ra 
outro. Noi.f' 'l"" a. COIIV""!l;i:ncia. l.em 'I"" ver co!IJ a. caot.icidad" do NELSON. 
Aliado'' ist.o, e "'"te caso particular, vemo" que o mód11lo da força flutnank 
aluando no sistema lento cresce com a. <mergiil. tota.l, o que faz com que o 
número de pontos Ho grid seja maior quanto maior é a. energia tota.l. 
Com"Çil.nlOS pdo regime integrável no NELSON. Para E, = 2.il7 X w-' 
P, 









Figtlt'{l. 2.2: (a.) A projc(h.o do JJIOViJJl('.nl,o llH~·dio 110 pli\.llO d(' ra.s(• das rour-
rkllad;;, do Histenm de irJI.<T""" pnril F- ().11-1 <' lcu,J'.,u) ~ ( 1.:;,0 . .'>). (h) 
A (~llCI"gia do :,.;isi.ClllH. lt·nto 1 11,1.: 1 i~Jll f'llllf,'êl..o do Lt'lllpo /• a. ('lll'VH o:-;cila,Jd.<\ 
ClHjlli-~.liLO .a. t~llergin a.dia.llil.l.ica /<.~'.:r = ""-~ -t- \,-;. i,' l"i'IZOi'\.V(~\!tH~!d.t· i"Oitsl.dll1·(' 
pot" toda a. (~Voluçi1.n. Na ahscissa; r d('JJOI.a. lllll p<'ríodo. ;\ ('ll<'l).~ia 1.ul.êd 
~~~ ....:..: (),(H coloca. o pot(~JJrial NI-:I.SOI\ JtTIIJJ n·gilllC' n·guL-1r. () "',""('!'O tk 
COII di""'"' i 11 ic i i\. i' ... I ,",()(). 
no instant(~ inicial (' ('ll<'q.~li·t total F :-.-: 0.11·1 1 t.t'Jttos a. Jig11rn ~-~- Vt·1rtos <pw 
o llJovirllt.'JI1.o do gra11 le11to t'· pral.iutJll('lllt' ptTit'ldico ('<[li(' lul lllllil <'OJt1 ri 
!HJi~~.ú.o de Bnr11 Op]wrdH•irtH'r pa.ra, 1-1. sTti"l PJli'rgia 1 pois ('ll(jlla.nto ~~~~ o~wila) 
l·",;;r 1wnna.1H~<-<' prat.icnJtH~JJI,(' con:-;L-J.rt1.t', coJJJO (~SJH'I'H.do. 
P;tra a <~lli~rgin t.oLd F- O.OK, o NEL:··H).\J jú. H.JH'(•:-;t•JJL·J 11111itas iJ.J'('its de 
irt~1.a.hi\ida.dc (~Jll :-1\ltl.:-i :-it't,'(.)('S dt• Poillciu·{· ([lfij (' vt',]a l.aTJdH,~JJJ Jig}),.~) d<' [:!Oj). 
VcJJt0:-; 1 na. li~llri"t (:!.:~), rit.ra.ct('riznr-:-;t"· 11111a o:-;ci\;·t.i;;:w d<~ il.lllplitudt• t'l't"sn~lll.t· 
colll o I.('Tllpo. Isto ~w d(~ve priJJH'ii'H.lllt'lll.t· ao l'a.l.o di' it. J'on,;a f.t Clll Gul;,, 
condi(,'/1o ini<·ial :.;t•r JJJaior <~lll rnúd11lo. A diflldt.o d(~ .:: 1 (/.) <'~ nw.ior qlla!ll.o 
JJJaior o L(~lllpo (' quanl.o lll:-tior kt <'Jit'rgia., Ai11di1. JtÚ.o fica clara. (J, dibsipa.<;;ú>. 
l'il.!'il. ii crrcrp,ia. l.ola.J /~ = fl.;J1), o NLLSON j:l (, COillpki.a.tiiClltC CiUÍtico. 
Nii, fip,uril, ~.-1, ploL<l.IIIO~ as trajct.ória.s lllt;diaH 110 pla.no de ra.tiC do Hist<eJII<t ,~., 
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( 1.:>,0.0). (h) 
Cornpa.ra.çà.o daK ctwrg;ins a.dia.h;-í.tinu-.; 1·:::.,. pa.ril dil'tTt''llU~:-; rq;iiJH.~i"i do N t·~L­
SON. A ntrva CO!ll i:\.IllpliLtHi<' ma.ior de~ oscilaçúo i'oi c;-dnd:-ula r.o111 I.'IJCrgi:-1. 
tot(l.\ V= O.OH 1 que d<~ixn. o NELSON nlllll rq..!;iiJI<' tnisto. N<•t-:>La. 1 o 11Úmcro dt~ 
cmHiiçót"~s iniciais i..' ~lhO. /\outra n1rva <'~a. Ili<'KIIIil. <'11<~q..!;ia il.dic-lk-itica. 1 L).~-1 ., 
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Figtlra ~.~L (a) ;\ projc<.,·.ào do n1ovinwnto nH'·dio no pla.Jto d{~ !'as(~ das coor-
dctuu"I:-J,s do sisl.i'llli'l di~ int(~I'CSSC pa,ra. CIH~I'gÍh tol.al /•,1 - o.:~s. S;"to duas as 
condiv'ws i11ici<1is (o o, l'ou) ~ (+I,;,, 0.:) ). (h) A <:ll<'l'l',iil. adi;~h;it.ica do sisi.<'lllil 
knl.o F.~r coJIIO i'uil<.,·;·tu do L<~Inpo. NoL('-:-i(' qtw a a.11tplit.11di~ dd.s o:--;i·.iln.v\cs (-, 
heiii IIIaior do 'I"" o pol.cllci;,l de lloi'II-OJ>i"''dwiii\<'1'. O IIÚIIH>ro de po11l.os 110 
grid pa.ra é1,1lllli-Ls :1.s c11rva.s /~ :~7~'1. ~ii ilhscissa de (I1L '/' d('IJota 11111 período. 
JHHILo fixo lli:l. orip;c111 ~-w !.ot'I'JOll CD1Jl o a.coplanli'llt.o. 
]·;~.;t.('S resultados 11<:1o podi'll1 Si~r ('Xplira.dos alrHv/•s d:-1 t1.proxilll<·l\i:lo a.dia 
h;·Í.t ir.a. so~;i11ha 1 ]HH' caltstt dt1.s oscilai._·i·li's d1~ /~'~:,. 110 ut.so cn.ótico. Apt1,f'('ll· 
\.(~mente_ o ftd.o d<' o vol11111i~ d;-1 S11Jli'rl'kii• d1•. l'11i'1)!;ia. ser <"Oll:-:La.nt.('. nào (·· 
sulici('ll t.(' pa.rc1. q 11(' a~ m/·d ias 1L1s vi·1 rii·Í v1~is d1• inl.i'l"i~S:--ii~~ ( :::) (~ (I':~) 1 olH'dt>(.'H1ll 
lltlla. <'qtli-H)1.o ]H1.si<-<·11l!Cill.i· dissipat.i\·a .. 
ht1agi1tar qui.' liA 11111 outro puL('1lcinl <Üua.ndo 1 ak·m d,· 'Y".,(~)';, cOIIIO su 
" p;<'l'i~nl a::.; osci\;·H.;Ó('.'-i qtta~w ]Wri{Hiica.s d<~ F::r, /~ nn v<·rdn.d<' it11úil, pois Vi'JlJos 
na lígura ~-,.I(H.) qtt<' o COillpOI"i)l.llli'Jt\,o d1~st.a i~Jli~J",I.;ia dcp('JHie do ll'lOtlwtd.o 
inicial. A i:l111plit.ud(• dil.s os<·ila(Ó<'s evid(•ncia1n LlltdH~~1il iJ11i~ n;:1.o H(' JHHii•ria, 
explicá-las cotn o termo d1• .llli 1HIÔI"itt oferecido por .larzynski lL1L pois dhs 
nào úo ruua corrq:áo ao l.erlllo de llor11-0ppenhcinwr. 
l)a figura ~-6, conclnírnos que a unicidade de soluções é ctproximadamenl.e 
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Figura 2.5: Me:-;Jno <JIH~ a figllt'rt, rtnt,·rior (2.'1 L sn.lvo que a,~ rondi,-ó~-~~ iniciais 
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• 
_Figllrct. ~.(i; Tontitlldo as c.ondi(Óes tlltCtél.ts corno (zu,J'~u).:...::: (I .. l,+O..i)L ve-
rifica.tnos <pH~ <~til boa i-1.proximaçào va.k~ a unicidade <k soluçô<~s para. o mo-
vinwnto nH~dio. A linltit co.ntínua. é a proj<~çào do Tnovitn<~nto Jllédio coiil a 
condiçào inicial ( zo, p, 0 ) "' ( l, 5, -0.5). 
2~) 
do \('1llpo il])l'<'':-i('l1L~.11l ;q)('Jli1:.1 111\ld d(•Lt~'i1.e;!'lll (!'ltlpor;~l, cottto ilttsl.ra.l\1 a.~, 
[i).\lll'ilS :!.I( i>) I' :!.:>(I>). 
2.2 Teoria: o reservatório caótico como un1 
banho de osciladores 
N;-1 i1il.rodt1<;Úo (~ 110 prinH~iro ca.pít11lo, dii"\.111i'\.1IIOH a. a.\.(.'II(Ú.O pa.ra. u 1":-ti,o 
ck dispon110S d(• dun.:; l"onnlil:-t(Óes ro111 :.1t'11wllli\.!11.('~ <'01lrlw-JH~s. S(• :-;t· ;-1copla 
1.1111 si~-d.t~111a. de int.crt•:-;st• :-1 11111 n~s<~rv;tt.ório, COIISt.it.uído de 11111 ("Olljtllll.o de 
osciladores [ 1] 011 tido t"OIIIO UI\ I sist.(~JIW. ('/l/)Lico I~, Jl, ollst~I"Vi"\. :.1t' o llw"o da 
encrgi;t p;tra o t·c:·wrvat.úrio vinda do sisLt'lllH d(' irll.t'\"i':.1st~. f\1ost.ril!IIOS LH.!niH''Ill 
tjllt' <-ts prÍtt("ip<i]s llipút.('S('S de III li c o11t ru t nd.illtlt'nl.os pode111 ~.;er (•xt.rH.ídcJ:-; 
do pruiJit·lt\;·t do 1\.'lovillli'ldo lhoW11iano lhl. 1~11:-it'ill' llllltt.t'tjllivalt'·rl("ia.t•1ll.n•os 
dois forlllidi~.;Jl\0:-i nil.o t'· purLanLn IIII Iii linl1a t'tplivocada por pri11cípio, apt·s;n 
de nho ser imt·dird.:-t, 
O p<Hiio de pilrt,idn desl.il ilWilis.· lúi" i!.lill\lil.livil <i<· [~11 de 'I'"' ,[ado 11111 
sisi.('Illil dt• (~<j11a.(Ócs dt• lla.nlilt.on 1 t'll1 gl'ral 11Ún lill<'i\.r, 
i I 11 1, q ilp 
p 
podc111os lincarizfi.-lo est.Hdi-H)(Io a. t•volll\iÜl l.t'IIIpora.l d(' variú.v(•is dinc~unira.s 
do sistema lla.tllilt.oni;;t.\IO, Nas t•quatJ>t~s il.i."ill\i\. 1 III,' d('!IOI.a a ILunilt.oniH.l\i·l 
do \"i~Si'\"\'iÜÚrio co111 poucos graus de lilwnlé!dt', qllt' pode ser ("ill'Jt.icn 1 1.11ist.u 
011 intt"·gní.Vt.J. J):-l.dkl. 1111\a vari;ivt•l di11t\.lllica f(q, p), Sllil cvoluçú.o (.t~!llpora.l 
csLi da.da pda t~qllil.i.;Ú.o 
l',f(qo, Po) '-' f (q(l), p(l)) 
sendo /11 (,o opc1·ador dr <'voluçào do 'ist"n'" llallliltoni<wo e (q(t), p(t)) 
o ponto no espaço <k i"aS<'S obtido a pa1·1.ir da ''volu~~o de (q0 , p 0 ) por um 
tempo l. 
:30 
O OfH'rador df• <'H>ll~t)o cl;i.:-;:-;iru. 1 ... 1• 1<'111 trla.f.,>lo i"I)IJI i) UfH'I"il.dur d~· Li-
<lltl'ill,-, [, ddi11ido 1'"1" rd;·l.\:<:10 
f/ -[/, //j 
(~Jll qlle [,] denota. o colchete de Poisson. rvlosLra.-:·w qru.~, :-Jf~ a.:-; í~<[lld.(Ú<~S di· 
lia.tnilton pnsstiCill solu<;<'><·." que I""''''" s.·r <>sL<>lldidas ''" inliniLo 11o i.<'lltpo 
[:!~L soluçócs globa.is 1 (·nL:-l.o 1.11 i~ 111til ;·Írio f~ -·i.C <·~ a.ut.o-a.djunto. No ca.píLrdo 
11 ('Sl.l!da.mos t'~~-d.a <pw:-;LÚ> corn Illdis profundidade. l·:nt pa.rt.i('ld;;.r 1 csLiuttos 
<'\'it.a.ndo o prohknw. dn. ddiniçrlu d<· 11111 prod1d.o ittl.<•nto tH~:-;l.a. alt.llri'l., que 
:-a~ria. nccess~.rio pa.r:-1. f:-da.rnros de Of)('rador a.ut.o-a.djunt.o ou unitcl.rio. 
Sl!JH'rficittltnent.<·~, a:-; proposi\~Ôes dos dois pa.rágra.fos a.cillla. si1.o s1dicicrrt.<.~s 
p;·1.J"ii. concluir ~w qne f~xist.t.~ lllllét has<~ de 1'1111~'·<·H'S 1 <'td.ri'~ a.s va.ri:-\.w:is di~th.111iu1s, 
q1w si'-l.o atd.ol'llti<Jws do op<.'rd.dor df• Liouvi[[f' 1 ist.u <\ pn.ra a.:-; (j\lél.l:-; 
'IL ... p:::..::.: • .\'1--'1 j (:!. I I i I 
111tti"l Vf~Z q1te --·i[. <".' aul.o-n.djunto. 1·: ron1u (y --:- ','/';··· 1 I.<• r nos as cqu;-1.<.;t"ws 
(2. li) 
pil.ra a:-; fun<.,:iws d<~ hil~-w. 
('unto tnost.ra.!'i''tnus tiOS c:-1.pÍL11Io :~i'' I, <·:-;1.<· { lllll tTSidl.a.du ili'-l:·d.i'-1.1ll.t• gf'l"i-1.] 1 
irtd<~JH'ttdPttdo <.if.' <·st.anttos t.r;tl.a11do o NI·;Ui0N 1 q1w pod<~ria. s<~r sl!b:-;t.it.uído 
por 11111 sisLi''llla lla1n i I t.oniar1o nr,ias <'<pla<.Jws de li a.nti lt.on U·nlu-ltll sol IJ(Jw~ 
glol)ais para. (\11i'l.lq11f'r cottt.lit.;ilo irticial. P~n isl.o 1 sú volL:I.r<~ttt0,'-1 it cortsid<·rar 
n lln.1niltonin.na do puL<~ttcial NEI.SOI\. /lrvj quando fornws a.plic.H.r esta L<~urin 
a.os n·st~lf.ados IIL11l\i',~t·iros, 
( 'ollsid<~l'('!'llO::o; ;-1.g0P1. <i~'//. como ;-1.s fun<.Jws d<: l)ast~ do OJH'rct.dor d<' Lio11vill<· 
n.ssociada ~l. 1\a.rniltonin.tul. do res<~I'Viti.Ório. l'od<~tnos s<~pa.rar a.s part(~s r<•td e 





Porl.ilnto pod(•Jnos t•scn•v(T IIJ.: !lCJ fortllH 
L .\, ' --- ( 11". 
-) ' 
., 
I "I· I 
I,· ·• 
--,.:.h( q, pI 
a. ffaJJJi]l.otlictllH, (\(~ int<~ra.<Jl0 1 pOdi~IIIOS t'XjliTS:-iêl.l" h Clll l,(•rJllOS dns 1'1111\·.(w:.; 
11~. (' '1'1. 1 poj:-; o Cotl.ÍIIJd.o {yJ.-: /,: = l, 2, · · ·} t', UI IIi'\. \)i-J.:-ii'' ortotlOI'Illtd j)ill'il. ilS 
va.ri;lv<·is dinÚ.JJJica.s 1 i\:-;silll 
h(q, PI __ , L ( .,,.,,_ 
I· 
L -·'""" I /h,, 
I· 
Plll qu<· i\ h e /{~,; HÚ.o n•;-11s. 0\)st'I'Vt'··s<" qtl<' o con_j111ilo 1 11.~-,t'~-: k -·- I,~-···,} 
t'~ L-JlldH'·JJJ llllHl ha.~-H~ ort.o!IOJ"Jll;~J das \'Hrit'Jv<·is dini.llllic;~s do rt·scn'tJ,U)rio. 
Ol>l<'lllOS a .. "isi111 lltllh 1"1111\'ilo hillllilt.onialltl. t·Js:-;o<'in.d.:J. no conjnnto di• t'qJJiJ 
(.'Ó<·~.; a.cop\;-J.d(J.s da.da por 
Cll.JiiS ''i'(jllitt,;út•s de l!a.Jni1Loll 11 sao o sistciJHl qnas<·-liJH~i\.r i·t.ha.ixo 
I' I· 
>,,,,, -- 1/h:: 
.\;-11!- + --,_-\I,: 
I': 
"'-
1 d ;:" - .\- I :L( .•\111.! I ihn1 I 
I· 
(:.1.1KI 
( ~- I 'I I 
(~-~o I 
(:l.:ll I 
1 Est.a I)X(HUJ!:i~Ü.J vak sob r(~ uma supc.rfíril.~ d~· ~~lkl'p;ia lixa., mas arbitrária. l·~sta nh-
St~rvaç.íio st·~ fa11 Hccc8"ál'ia l.t~ndo i~lll vist,a. qtH~, por- C;H~rnplo, a. variável diHa.mic:rt ;r uàn é: 
'quadra.do int(~pp\vel' a prwnj é t'.Oif\O S(: ('xpr(~Ssíi~semo~ xO(X- l:). 
:12 
li.!( I) 
(.'III q1w L.- 1 denota <tLra.u:-:forJna.dtt d(' La.pL·I.C(' illV<'I':->H.<' :~(.'i)<'· i-l. tra.n:-;!'ortnit.dtt 
d" Laj>lii.C<' de .c(l). 
A !'~<piiHJw d(~ Nnw!.on p:-u·i'l o si~.;t.<'Illa. l<·nl.o st·· torna 
-í{L·It(u.dO)ros.l,t-,k(0)"'"-1,1) + 
,. 
+L !h (uk(ll) '"' .\,t + 11,(0) ""'.\;i)} 
k 
I ( -. :_( __ :') .) 
., \'' 
.s" 1- . ( +!
2 L (-'1f I 11;) .\,.[ 
l 
i\s d11as prinwiras so11l:-1s do lado dircil.o pudt'tll :·wr a.gr11pa.da::: (' <'scril;ls 
C III L<'l'lllos da soltH~i:\.0 d<~saropltHLt p<t !'ii. /1 (I); 
,(11-dl) 
,ti'!( l) 
llk(ll) "'" .1,1 ,,.(0) S('ll ,\,I 
u,(ll) "'' .\d u,(O) "'" ).1_1 
<'lll qtw hd /~obtida H pttrLir da. sollH,,-;:w partinda.r dtlS ('<jllit(Ó('s d(• lla.IJJi!Lull 
do n·s<·rvit.LÚrio dc:-;H.ropltHio 1 qtw piHI<· ser vista, conto Htrti"\. fotsi·l flut11anl.<· 
al.tiando ~.;oh!'(~ o sisl.cma. lento. 
;\ 111<'-dia. desta. força flut.u<wl.e "" erlSend>l<> lllÍ<:rocauônico !""'" rcsllii.H.l', 
conforme o caso, llllllla. força. de Ilom-Oppenh,irn"r, <'ill ve~ de "-' a.nllla.J\ 
:1:1 
Ol,!.<'lllO:-> isto <~Xfhl!Jdirldu I' 1lllflli1 :~<··ri<· d1• pnti'•JJI"iils da I"IHisLitll.<· d(' nrupL1-
1lH'tll.n ~( 
(.) . >:j) ~···' 
Plll C.j(W CSC]'CV('J"l10:-1 )~ = ~( /) pil.]"(l. <'Xp\icit;·l.[" Sl\i"-1 dqwnd(:nc.in ('O III il. COI IH 
t(HÜt· d(' aroplnnH'llLo. 
Os dois prillwirus t<'l'tnos úw sulici<~Jtl,i'S, JIOH l"dsus t•stltda.dos 1 pa.ra. oht<·r 
a fon:a a.di;·l.hátir:-L ai/~ :·wgnnda. ordi:Jll i'lll I· D<· r:-IJ01 aqlli Slll'g(~ a. ]]i~i"i·~.; 
sidH.<k de o a.c.opla.Jtli~Jlto s<~r p<TLIII'lJ;d.ivo1 scnH~IIuud<~Jlli~llti~ ao trat;tlll<'lil,o 
de Ca.ldi.•ira, .. J,f~ggcU. 1 (jllHlldo S(~ i'Olthidera. a. fH'r1.1ir\Jct<.J10 que CH.da. osriln.dor 
do ha.nlto s<:11t<~ illdividlla.ltn<'Jlt(~. No t•Jdilnt.IJ, i"lllllfll"<' lc11llJt't1.t' (jll<~ <~St<· jj .. 
mitc nú.u <:~ ~~·c.pwr JtWIJCiona.do 110 l.ra.Li\.IIH'Jllo d1• H<'rry-H.ol,hins. i\diilnt.,• 
tlplica.J'i~l\lOS <'SL\. i'Xpd.!IS;IO pH.l'tl. <'HklllHnllU~-: 
(h(q,p)) 
pa.ra o pot.i~lll"i;·l.\ Nt·:I.SON <'III <pw ii. v;ni;ív('l dinii.rnica. do itcopL·I.IJI<'Jd.u <' 
h(q,p) = ·"· 
2.2.1 O ternw de Incnu)ria e dissipaçào 
Pa.rél, annlisiHIIJos a 11l/·dia. do 1'dt.inw li'l"IIIO d;·l <:q.(~-~~)j vaJJJos d<dirJit· :-1 
l'nlli~i.i.o <k a.llto<·orn·la.~.;.ào <ltt v;-1riáv<·l <lini.llllica acopla.<la.: 
('(r)= (11,,(1 I r)l1.1(l)), ( :.!. :2 I ) 
\(1. I')~ -([h.,(t.),h.,(t.'li.)O(I -I'), ( 2.2'i) 
(2.26) 
V('I'(~Jl\0:-l Hp;Ot'il, qth' O t'Jif.ÍrllO di·l i'<j.(:!.:!:!) pode ~('\" ('SCril,o i'lll Í.i'l'\1\o~ 
dtt snttli"'l. dd !rau . ..,foruw.da dr: /•'ounr I' da fllnçáo dt: tiHiocorrdt!.(:Úo i"OI\1 a 
par!.(: únaginária da lnnl. . .;fonu.o.da dt Fourir I' da ,"'U.'ift]Jfi!úlldudr· duuim.ico. 
rrlrlnlndn. 
l f~itlldo ClS ('~XfHUISÕ<~S~ 
I:: UI (;\I ('()H ÀIT + III"'" .\Ir)+ ''I (- ilt '"" >.,,- I n, cos .\rr) 
' 
obt.cn1os 
L A,u, -1- lho,. 
' 
( ' ( ,- ) (h.t(r)h.t(ll)) 
L (IIi (ilf ('()S.\,,-+ /I, li;"'" ÀF) 
!· 
Na ~cg1111da igw·ddadP 1 ltt-~iUilOt-1 a ort.ogu11a.lida.d<~ <~nt.r<· ·n~.; (' Uf..- 1 lH~Ill <"Oillo 
ent.re o~ pa.n·~ -ni 1 '11j (' ll.i 1 11 . .1 1 pa.ra 1 / ./· Na l.i'IT<~ira. iglta.ldadi~~ 11:-->itlllus a 
nortna.liza(Ú.O de 'fiA: <' -n~.-. 
Por o11tro lado, \(1), para. l > ll, (• dado por 
\(l) ([hd(l), ""(0)1.) 
-L( -A, W'tl Y.,l + /h'"'"' ,\,1);\k 
!· 
""' ' ' L.) ;\k -f- /1,,) SCJI Àk/ . 
S(w) = r· C%Wr('(r)dr' 
.lo 
( ') ',,,) .:...,~() 
(:l.:l!J) 
-----,,-----------··---·· .,.. -
2Corn uma Jedução ~implet), poJemos mostrai' que ba.."!l.a tomar t = O na definição d,~ 
C( r) 1 como tamhêm t 1 =O na definiç~.o (k X. 
2_) :\f -j- /if) ~-- ''" c.'T CUS A! T <fT 
J.; '(l 
~ 2_)~1f + l.lf) (/J(w- \k) + ~(w +\,li (:!.:lO I 
- l· 
.Ll a pa.rt.<· inHtgint-lria. da t.rt-lnsfortlli-t.d:l d<' Fo11rier da. stn-.;<'<·ptillilid;·HI<· /· 
dad;t por 
\"( w I 
ls!.u posLo 1 pod<'lllOS cscrcv<~l' o {dtinw !.<~1'11\U da cq.(~.~:!) <"UJIIO 
,,, L \k( ,1f. + iifl[ I 
l· 
( __ :(-~)_-.) _, \' 
,, +' !. 
l '.t,"·'L.,'( ,_ .\ .. ).•(. ,, ' . I ( .é(.<) ) u~ ,- \'+/I"IL -··-···-·-- dcJ-c· ~- ~,- ,..,1 + w"l. 
I' [ .(S(c.!) + 







l<st<· L<~nno <'llCClrilil o parali•lo l'ont!id co11t o tra.Ll!IW!Ito d(' Ctt.ld<·it'a· 
L<·gg<·lt pd.ra. a. di:--;~ipc·H~i~.o. NoL:uttos <'Jil.r'('L·HJto qtH\ cnq~tant.u l.i lu\, tltna 
"~collta pa.l"a. a <ktlsid;-td(' esp<·rtnd tot:d 1 aq11i <·ln cst,il. ddinida. p('Lt diliÚ.Jnica 
c;~/)tica do r(·sc·rvaJório. ,'-l'(w) /• 1111\é\. fttt~t,·il.o par<~ \"(w) /• Ílllpil.r 1 <"OiliO 
pud<'lliOS V<'r dii.s '"-lllii~Ú<.'S (~.:10) <' (2.:11 1- Todavia, a Sllsrepl.il,ilidad<' \"(w) 
{~ i1-!;lid\ it d(~llKidd.d!' <'SJH'Cl.PtJ ,"'((..L.') pa.nt u...' .· .. > () t\ pa.rtt W <. (); VH.\(' .~'(w). 
() tenno dt·· <'Oillpara.:.;.áo IJ\a.is a.jt!st;·l.do coJII o l"ot'llti-t.listl\0 do banho de 
osciladon·s t:.. \"(w), da. S\Jscq)t.il.~ilid;H.[(• g<'JWra.liz;td;~. do t·t·st·rv:-tJório 1 ma:-; 
como t·sl.í-!.l'(~tl\0:-; int.cn~ssa.dos ap<~11as ua part<· positivtt do c:·qwctt·o 1 pndf~ll\Os 
11sar con1o densidii.de '"l"'ct.r<tl t.ot.ii.l ~S(wl. 
Prova.1uos 110 próxirno co.pítulo que: S'(w) 1\Hü se anula para freqilêr~ci;u; 
baixcu;, ern qualquer :=;isteuta caóti<.).>, por ca.JtRa. dfl..s órbitas p~riódicas de 
:36 
JWríodo longo. 11:·sLt co1npu1H'Ill.l' gt'l'il 11\ll L('l'lllu dl· ttH'1lH~nii:l .. ,\ di'pi~IHli·llcia 
est.rit.a1ncJd.(' liiH'::tl' da. ftllll;it.o i'SI)(Tt.ral t.ota.l ro111 w ('SLc\. inLilllillll('lll.(' n·hri-
onada con1 i:l. dissipkt-\'àn linea.r [:!f)J. 
ApcHc:n <k s<~r 11111a l'nn<.,:ii.o Ín1pa.r1 w~rnus qlH' ,., l:~ di·~::-;c(l!JtÍIIIId na onp/~111: 
l .'>'(w) w >O \"(cc•) ~ 11 W- () S(w) w <O (:2.:\:l) 
Portanto ncl.o podcn1os a.proxinuí.-1:-t pu1· 11111a l"uiH.:áo lilli.'itr proX\1110 a.onppll\ 1 
n<~lll nu lirnite a.dia.IHi.t.ico. 
Vi-de in~i:)t.ir qnc~ d. di~IIHid;tdi~ i~SIH'cLra.l toLd q1H~ a.pa.J'(;e<~ a.qui <': iguct.l a 
duas v<~:;;cs a. Lransl'orllHl.da. d<" l•'ouri(•r da. i-t.tii.<'Jt't)I'J'<'Ii-t.(àn d:-t. Vi-t.riávd dit1iu1lira 
1\Sacl.'·l JHt.l'i-l. int.t"·rnwdia.r o acoplatlli'tdu1 u11 dua.s vczt·s ~ .. , p<H'J.t• iJllagiJlát·ia. da 
tra.n:-Junna.da. dt"~ l•'o11rit"'r da sn:·H't'pt.ihilida.d(' dinàn1ira. rd.a.rdcula do l't'Sl'r-
V(I.1.Ót'Í01 pa.t'a. fn•qi'ltnrÍa.s \)OSÍI.iVi-ts. iltsÍst.Íll\us \)OI'qtlt' t'S1.a. t"J\LÍllli-L ,~.a (\t·tt-
sidadt"' t:spect.ra.l qtJt· a.ptHCCt' 110 J.raLtlllCI\t.o (k (:tt.ldeira.-Lt·gp;I'I.L Pur is1.u 
pode1110S di><cr qu<> o 1><1rak\o l'orll\il.l t <'X<ILo. 
()\,t.t"~ll\OS por fi1n q\1(~ o:-; eft"~iJ.os ll\{·dius du acoplanH~nto n. 11111 sisL('\1\H 
r~.pido soh!'c~ o si~t.cllla dt"~ inJ.l'l't·ssl' sito ditdos pt~la cqtHt.t.,:Ho: 
A/.,(::) I ,\(;;) I 1;1(:") I /i!I;)=F(z), 
\ rh 
(~.:11) 
(~lll qu(' .F(z) {~ d;ulo por (2.J2). Sa\ii'lttall\UH ([1\i~ 11ào pn~cisiUIIOS !tos n~strin~ir 
H.O ntxo t"~lll qtH~ o sistt"'IIHI. rApido (1' ccu')tiro para. a.plica.r a ('q.(2.J·J ). J~:la. {, 
vá\id<"\. si·~mprc qw• as c~qtJa.(.'Ót"'s (k llnlllilt.on do ::iidJsislclnH ca.út.ico Liv(~l'i~lll 
~oluc.;.út~~ !!:lohdit-~ pa.ra. q11:-1.lqtH'1' rotHiil,'/to inírií-1.\. 
( \mw <~III g<~J"(\.llli··w H(~ colllli~Ci' a. di'ltsida.di' t'spt~d.ra.l S(w) ani-dítica.nwnl.t\ 
l'az('llto~ IIII ti"\. nr/·dia. micrtH'H.IIÔnica.nltllH~rica para obter C.'('r) v<~ja,eq.('2.24) 
-· e1 depoi:) de UI lia. aproximar o n~stdt.ado por uma cxprcHsào aualític.a1 ca.lcu-
larnos a t.rau,fonuada S(w). Já X"(w) nào pode s"r nht.itia. tiirdarnent.e pelo 
cálculo llllméricn. '.l'nnos rk calcula.r a. l.rauHforrnada de Hilbert, uo domínio 
do t.('!llpo, cl(~ ( '(T) 1 I' 1'1\L,Io lolllil.rlllo:-; 11 p111·l<' llllHglllill"lil cl<l t.ri\.ll~·d'on\Jdda 
d1~ Fo11ri<'r do ITsulLHlo, colllo 1\lu:-:l.rH.IIIO:-: (l. :::,'p.;llir; 
I , ('(I') 
__ ,, r -,---·-"'' 
7r L.. I - I 
( ') •) ,- ) ~-·l·) 
Ap<~sa.r d(~ q\1(' 11it.o v<:UIIO~ pn'<·i:.;ar <k \"(w) pa.l'a. a.nalisa.rnws IIOHHOH n'sul 
Lados~ I.1~1Hio cm vista. H. sna. ip;tla.idH.d(~ COIII .~·(w) na.s fn:•qli(~l\cia.s positivas, 
consid<"l'élll\OS i1nporL\.IIl.<' coloca.r a. s11a n'li·HJH) ana.líLica. COill ,'-,'(w)j inrluHiv(~ 
j)éli'H <JIH' Se h'llha. \IIli 111<,~\.odo ptl.l'/1. íi.\'CI'igna.r a. S\ld. d(~S("OII\.illllida_d(' 1 th·pni:-; 
d" dd.l\il<l" i\.'""'""'" A: (v.,_ja at>i·,dic" ( '). 
2.3 Aplicando ao potencial NELSON 
/\wdisando o l.(TJTio d;-1 nH',diH ela. !'on;a rilll.TiiiJd.<·, <·q.(~-~:q, 1.<'11\o:~ (I'H' o 
primeiro 1.('1'1110 d1~ 
(.r) - / p .1' d.l' dy dt>., dt'u 
se auula ponpH~ n pot.(·JICiHl NEL~ON 1', p~11· ('III _r_.\;) o sq;undo \.1'1"1110 IT:-ildt.:·l 
I ~ III 
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I :1. :ti'\ l 
O próximo tt~rmn qllt' contribui pa.ra. a força, 6 proporcional a. -'(1 (~ pod(~Jnos 
negligenciá-lo tllllit Vt~z qtw o a.copla.IIWI\to t JH~rt.urhrüivo. 
Quando esbunos 11\lllla. rcgiü.o regula.r~ 8_,.(,.;.1) + .\"(w) tclll tlnl gra.nd<~ piro 
til I torno da frcqiii'nciH. da órbita. JWriódi("a. horizot1taF3 ~ digamos l!;r:, indo a 
;.-:c-ro ra.pidcl.!lH~Ilte fora <.'li-di. ( :omo :.:(1) tem Hill período 11111ito IilltÍor <pt<.1 
27r/V!'i a Ctli!V<'l]U<;ii.O 
1-t """ v, (I ,() t')~(t') di' 
é Ilf~g;ligPucirivd. O ef<~ito lna.is in1porta.ut.(·~ do ('l.copla.TIH'IÜO IH~ste c.a.so (·~ a. 
fon~~ct. dP Born-OppcniH~intcr, e portanto it ~tproxim:-tç.cl.o adia.h.itica. {~ HiÜiH 
fa.tÓI'Íi-l, 1\Hi<~l"llOS taJti\H~~IIl (~liXCrgar tl;i. t:Oli\'OIIIÇÚO \)i"Odutos interJI<)S <~l\tn• 
SCHOt-1 e COi"::~WIIOH COI\l ~u )1 <jlW S{~J"(-l.O Hi/-!:Hifil"ativos para. O lllUVitli(~HtO \PIIÍ,O 
:;c a, d<~nsida.d<' et':lpectral otl :-.;l!a derivada. uú.o fon'Jlt llJttito JH~qtwua.s para. 
fre<1iii-11<'ia.~ ha.ixa.s. 
rx·1os1.!':-t.lllOS na. figura 2.7 ("\. itutocorrda(_'t\o (\.(T) do IJli)ViJJt<~lltO CtH)t.ico 
nào-perturha.do, Citlcula.do. 1\lll'tWrica.liH'Jlt(' pit.ri.\. t'IH.'I).?;ia total v = o.;u.:;, Ela 
pod<~ (')PJ' muito lH~nt aproxintada. pd;-t ('xprcsstlo 
com a'2- 1.881 1 o= '1.0H x J0- 2 <~ w 0 - ()_[!)!'>l-L lisa.ndo <~sl.t-1 cxprcsstl.o, 
o!Jt"lli<>S (HU'il, .\,(w) f- \ 11 (w) (vtjil. ilf>i'ndi<'l' ( :) 
'1'-,"(w)"-'lno-· ---. +-- ----_ . _ ,, ( I I ) 
-· _,. • (w + o.·0 )' + n 2 (w - w")' + <> 2 
(:1. lO) 
Como jtí ohscrva.nto:::>, (\.. dcnsidad<~ esp<~rtral obtida a. partir de funçhcs d<~ a.H-
t.ocorrda(.áo de vari<í.v,is di11ilmicrls "m :;isklli"-S llilmillotiianos conscrvativos 
::1 A órbita horizontal f.. a órbita periódica do potencial Nl!.LSON que mais se aproxima. Jc 
umaose.ilaç.ã.o na dir~çào x 1 torno se o N~:J.SON fora um oscilador hidimemúonal: V(.r., y) = 




\) I! ~!I! " ,,,., 1 ~ • 1 • r • 
Figura 2.7: A fun<.;ú.o de i\.111-ocorTt•];H,;iÜJ COIIIO fu11<.;ú.o do t-~~111po. O tCllJpo d1· 
corr!'];n;áo t'• dproXillJi·ulnnl<'lll,(· ~ ~ L1) 1 corroiH)I'illtdo a. I'H.I)id<·z do 1\ I<J.sON ;,-,, 
co!npa.rado ii.O grau ::.:, cujo IH'ríodo dt• n•ft•ri'·rlt·i;'l. t'· 'f ~-:- ll7(L Nt'lntt·t·u de 
po11ios li<> 1-',rid: !1:!\l:lt:. 
t-' pa.r. Est;·t proprit·tb~.d<' ttiin ~~ tlH·rct coi\S\'qiit···JJI'ia dél d<·fílli<_·úo (2.~~)), t' si111 
do fedo dt• qtu~ (,'_1.(T)- (.'.~-(-r). Porlítlli.0 1 SIJH. d<·riva.da 11a. orig<'Ill, w -- ()~ 
sempre S(' a.nllh. Isto st• ("onl.r<tpú(' it tlltUt t.t'ttUd.ivn. dt~ nproxitnit.t).o lillt'i\.r 
i>"'" S_,.(w) ,. l.a.tnl><''nl d~: \"(w). 
Ot1Lra con:-wqiii•JJ('ia da parida.di' d<' ·""'.r(w) <'· n f;d.o dt• a int.<·gral 1'<':-ll.culh~ 
1\tt cq.(~.:tn n;\o pod(~l' S('l' rc ..... uh·ida i'III l'onlld. fcclutda.. A t-t.ll.crnat.ivtt <·~ t.rn-
halha.rtnw-; lllllllcrira.nwill.<~ ('0111 a ('(jlld.<,;ú.o (~.J.I)~ oll~crvrt.ndo q1w o 1.('1'1110 
cúbico CIII zl pn~~wnt.c po.nt. ;J uiHl-nlilo1 nilo <·, origind.do da dPriv;·ula de lllll 
poL('llriil.l para. o IIJOVillH"Ili.O rn/·dio. Para <jiH' dssiill o fosHP 1 dcvcriit <'OIIIIHl.-
t'<.'u~r cot\lu :l;:i(-:.}1 <' ni1.o coiiiO L:l(.-:::1). 
l~:st.(• t.<~\"1110 <"U\11/m 111n pol.<'ll<'ia.l dqH'IHii'ld.i~ du Li~lllpu prtra. u 1\luvinH~Illo 
m/>dio <JIIi' /• a cat\Si"l dc-ts fltil.tlít.(Ó<•s de /('/". !\ difi'l"i'll(Jl 
<l>(c,/) c·_ 'l/i ((.o')-· (:c)') 
i'~ t\11\i-t ful'i,'i-1. dqwndeu\.(• do t.<~lllpo. 1\t.ra. I - 01 da. ~w íUIIila.~ rnaH t-3i~ll 111Údlllo 
<T<~sc<~ no te1npo. E111 [2fi), Li!lllO::.; um exemplo para o c.a.t-Jo ern que j1 =- 01 
ou "'ja, <'Htc potencial depcn<kni.c do tempo uiw cotnpa.rece. Na. figma. 2.1-l, 
mostramos o comportameuto de <I> com rcs1wito ao tempo para a' condições 
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Figlirü 2.t>: A fon,,:;-t <J•(/ 1 .:·o,/'-~o) oht ida. lllllllCricanwnt<~. Como na ligJJra 
2Ai 'f = 117() <~ n.s condi(.Ócs iniciais srl,n (.:;<h/)c·u)-:::: (l.fl 1 0.fl) à I.~H<pwrda. <·~ 
(.o,, v. 0) = ( 1.\ 0-'í) it dir<'il.a._ 
iuicia.is da fi!-!;ura 2.'1. Nos ca.sos t'sludi\.do~. u <'~'<'itu <kst.a !'or(a Q) <' JlllliLo 
Illilior 'I"" os do fllllciollal F(.:•). 
Para <'sl.as 1 c;tlclllanlns Clll cadt< in:-d.tutl.<· d<· tcrnpo í-t. fol'(ll acím:-t, t' stJh"i 
l.il.llÍlllo~ na r~qtt:-uJtO (~_:n). O t<'t'tno .F(.:.::) l./ttltiH'·rn pod<" ."i<'t· ra.lntla.do p<Hi-1 
ca.dit. instaJttl' dt' t<~Il!po dt~ fon11a itt'rdt.ivil., 11\il.s poderia Lt'r sido d<~spn~Y.;a.do 
r\'('1\\.e a. <I)_ Assilll olll.ivctl\OS os n:sllll.culos ltlOsl.r:tdns na ligttr:-1. :l.!l. () an·tto 
do 1\tod<:lo unidiJJ!t'llHiona.l a.ssilll old ido/, ('Spil!d.oso! 
(~o mo lira a, for<; a <I) p:-:t,)'í-1, o Utso <'lll <pi<' o N J·;J.SON /• n•g11L-u··! St~ o 
trati:I.Jil<:'ll(o Ó e<.Hllpi"<..'I.~IIHiVo COliJO ;-dirllli'\.\\lOi"i, <J• dt~VI.' SI' d.l\Uia.r 01\ K<~r IWgli 
genciAvd f['(~nt<~ i-1 for(a. rulvindrt do put<'llcicd 
llJOHtrainol":: o:-; p.;r,r·í.ficos que n~~po!ldt~lll a esta 
adirt.htüiro 1.'~-~·l. Na fij)"lll'tl 1. [O 
.<;fL t";l 
qut~st.ào nmfinna.ndo o Hl!Ct.~t->so 
do \,ra.Lulwnto. V;tk Ha.li<~nLa.r qw~ os prinripa.is 1110tivos para <I• núo ser n~ 
levante IHtS rcgióes onde o NELSON/~ inL<~p;rÚY(~[ súo prinwiramente o !'ato de 
os i1npulsos f.t.: scn~tn lllt:non~S 1 ll,h propor(tio dí-1. dimintliçft.o da energia total, 
q1w lilllita, :r,(' t:tll ::;cg11ndo l11gar i-t pcriudicidruk rápida de ;r(l), pois nào 
hti úrhitat-> pt~riódiras de pt:ríodn grftl!dt• 1\o NLI.SON rq~ular (veja tarnh~rn 
apt~ndir.c C). 
O fato de que 1:(t), quando o NléLSüN ,; H:gular, ser mais ·rápido pode ser 
c:on r(~rido calculando a au tocorrelaçào para esta energia. l)eveTilOS ressai ta r 
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Fig11ra 1.~); A esqiH~rda tJJo.':ltra.nJos stqH'rpostos os r<"~~tdLHios JlllllH'Ttcos 
parr1 a.s trc'l.j<~tórins llH~dids :-;egundo tt t'q.(:!.Jl )i llnllil co11l Íltlli\., t' st·gnJHio 
rt t•voln.:.; . .ri.o du eJu-a·rnll[t• d(~ <·onditJws i11iciais. co111 círclllo~-1 JH'qiH'IIit!os. A 
direita. Jnost.nuJIO."i os grtllic.os di-l t~II<'rp;in ;.ulí:-t.hi-itic.ci. COI'I't':-ijJ<HJd('Jt1.t•t.; it.s trtt--
.Jetór·ia.s dO se11 ltHI0 1 sq~nindo n lllt'sltJi'\. siJniH)log;ía .. Olli"'t·•rva(Ú.O: ptJ.ra oh-
l.ct'll\O.~ ct linha pontillrada, ~-wl<~ciontHllOS 11111 quinto do:-~ pontos do ronjliJif,o 
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Figura, 2.10: (:ompa.nt~Ji.o i~nt.re ns l"ol'(:a.s (1) piu·;t ew~rgia total /<,1 --= U.IH (·~ 
t~; ::- o.:Jsl IIWHllli:U.·l ("()Jldi(Ó<~S inirini:-..;1 ~·o __;_ l . .l e P::u -:--:- 0.!), A dir('it.a. t.CillOS a 
J'or~:a. <I> para F- O.(H t-!Ot';illluti rno~·d,rando coJll dare;~;a s11a a.1nplitud(·~. 
q1H~ o Jlli.WiiiK~Ilt.o nú.o i~ ( .. ,·gódico Jli.~H(i' ca.so. !\ d<'iinivl.o IJsual d(~ autoror-
1'!1lru,·;1.o /,dada. 1wln. nd·dia, lio 1.i'll1po 
I I ( ' . ( T) CC I i I 11 - r .r (l ) .I'( I + T) dI ' 
-'·· 'I' ~'-·'-' '/' .fu 
No ca.so !~I'~<~Hiic.o i~t-~t.a nH'~dia. no 1.cTI1po i,' igiJdi h nu'~dia f~SJHLi'iri.] ditdit 1wla 
tlli~'dia Jt1icrocn.JIÚJ1ira: 
(',(r)-- (.r(O).r(r)), ( :1. I I ) 
rpw /1 o i.plt".~ de fato apa.n·c(~ pato no funcionn.l .F(zL indcpf'lld!:J!l.i~IIWIIL<~ do 
r<'ginH~ s!'l' caótico on n.~gular. 
l'ortanl.o 1 l.ri.Illi>/·1n !lOS UIHOH in(.i'p;riiV<'i (' rq~;ula1· a ';-I.I!l.ocorrda.~·ú.oi dada 
na <'q.(2. 1 1) ~--a:rve it arlá.]ir-;<~i a.p<~Stll' d(· ti, !'q!JivaV:ncia das nH\Iin.s só val<'r 110 
raso i:rg:údico. A difen~ll(.'él. (~llLn~ a tllil.ocoJTda~·ii.o 1 ddinida COillO llH~dia, 110 
tcmp0 1 t.'ill rel.:H,;.ào it l'uJJ<:il.o dada. ('Jll (~ ... 11 )1 110 caHo integril.vcli l~ originada 
no frd.o de que qualquer .r(l) s<~ n~st.ringc a. lllll Loroi uào podendo visitar toda 
a. sup<~r!'íci(~ d(~ ('ncrgia .. A Juédia. lllicro<·.an()nica. l· ~ohri: toda a. t->uperl'ície de 
energp1 .. 
A figura acnna rno8tra. f:l, a.utucorrda.~·.ào da variável dinâ.rnica. ;t para o 
NELSON reguiM. A difereu~a marcante em re\a.çào ao caso caótico é a pre-
sença de !1111~- cauda o'cila.nte e do batimento. Indicam que uma aproximaçào 
('I 1(1 
"'" 
-o ~u · ·-·-----•. 
uu ~nnn 400 I) HUOU 
Figurd ~.]]; ·\tJio('\HT(~L:t.<~it.o da vari:"tvcl :r pdra. o ~I·:I.SON r<•gtll;~.r; t·Jwr~iit 
loliil /•,' = 0.0·1. :-htllH'I'O d<· pout.os li<> grid: :10~7(;, 
pa.J'il ( '. 1-(T) dt•vt· Cold.(~l' \IIII \.(~["1110 l.ipn :-i(' li L.v'J T i:\.[/~111 do dccnilll('IJÍ.O t'XflOll('ll-
('ii"l[ do cdso c;tÓI iro, V(~ja <'q.(:!.:~~l). i\:-;:-;inJ pod<'IJtos ttprrrxilllilr 
( 
1
0! tHJ .i A nnt.(~ci p<·ttt los, :-w WJ < • (..1,-':J si\ o ll\ 11 i l.u 111 il i ores q 11(~ i\. fn•q iit·!lcitt. 1. Í pica. do 
si:-il.i'llla lc1tl.o 1 pudcnws dt·sprvzc\.r o d·t·i1 o dn C iii Ida osciLHtl.(' IIi\. t•q.(~.JI ). ():-; 
]HI.l'Útnd.ros qtH' fita.Jn a <"lli'VH. da illllt)("orn~IH.(Ú.O IIi\. ri'gi~t.o rc.e;ula.r, JIIO.'-il.l':t.dil 
ttil lig11r<t :!.11, silo rr 2 "-· 0.:.1:.1-11, n IU)I:!O, w0 .-- 11.:!:-i!HI, «- 11.111~\ 
d = -O_O:!Id, w 1 - O_:!NI.'> <' w2 - IL:\IIi'lll. Omt'l'<' <Jll<' l.oda.s "' fr<"qiii'ucias 
SiÚ.l lltltil.o gJ'j\.ll(kK 1 n:-).o !Jil.VClldO Jllol.iVo para prt•1.cl'il' O~ I.CI"lllOS C])\ :-i('llO ('III 
f:t.\'Ul" da t•.XpOIH'IICicd dt~tTCS('('IJt.(•. 
:\inda i\S:-iillt 1 itK Clii'Vit.:-1 (( .. :~)) (!'·:)) t·• F.,·r ><I. lllOst.nLil\IIOVi\.JIWII1.t· qtH' t.('JlluS 
11111 ho111 dnndo t'td.n• i\. ('<[lldt)o dissip;d.iv;-~. t' a liH\lia JllitToCit.IJÓili('a, llli':--illtO 
dt~Sfll"t'/'.iHlt]o 0,'-1 f,t'I"IIIOS S('IIOida.is. 
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Fil(tll'<l 2.12: i\ ,.,Í,!r!I(<J à li!',ur<t 2.!1. i\ <'ltcl'!',i<t tota.l J·: ~ 11.0 I coloca o N J.:I.SON 
nu1n rq~imc rq~ulcn. 
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2.4 A aproxnnaçao Markoffiana 
J~:sLn /'· 11111<1. ln(•.vc s<·.ç~w <pw fonH'('(' l"llnd<·liJJt'Jd.os pnra. Jlllt;·~ ;·qnuxJilUH~tt.D 
Markofriana. pnra ;.1 <~qu.ru,·.r:U) (:!.:n) sP o sist.<~Ina dc- ird.t•n•ss<~ { l<~nto. Na 
v<~rdadc, rnns1.r.runos qtw pndt~il!o::-; nep;lig<~JJcirt.r ;-qwna.,-; pn.rt<: dos t~l'<·itnH d<~ 
tll< 11!\0I"li'l IIH (~q.(:2.:H). No que' ~w ciHt.tltt·t O.JJ·J'O.tÚnaçáo 1\.furk:o.fliana, nào ltc·Í 
(fti/o;-; th uu:m.ária'1. 
O l.t'l"IIIO que cnvol\'t' <-t dt'J!Hidndc <'."'iP<"Ttral do sisL<'Jllil nH')tico /~dado por, 
v .. ja •·•d~U~), 
.F(.:) --
') .... :J 
-r !'" ,'·,'(cc•) ~-I S<'IICC'(/ -· 7r . () . () / 1 )c;(t')dl' deu (~.12) 
pari\ o potcnci:-tl NELSON. J~~sta ít.nil.list· podt• St'l" fa.('illlH'Ill.t· t•si.Pndida para. o 
~\coplnllH~Ill.n ("Otll ti III sisl.t'lllél. t'ítÓI.ico <!lli·t[illli'l'. 
O ollji•1.ivo c'· sitnplifirar t1 irtl.i•gril.l i'llt L<...' vvd.atldo <Jili' i'lil. Si'_ia i'HlcttLu];., 
nl..ttlH·riccJ.r!ti'!d.i'. Para isto, h·t·<"lllos di' introduzir utn p;n;~l.ttwt.ro 11, que ~i'·r)J 
o atliÍiogo i1 <"Ott~l.atll.i' dissip;d.iva. f'cllotlli'tli'J]o~ica. t\l.l tttodi•lo do IJ;utlto d(~ 
US('i lfl.dOI'(':-i. 
Anl.(~:-; dP t.11do, ~ttponto:-; qtti' o gr;ut:: /• de f'(ll.o f<·tll.o ("OIItparado no si:-d.<~llla. 
Ot.i'Jt.ico. lltna. vez qtH' a ltipÚL('S(' H.diahái.Íi"a /• ~a.liHf'(•it.a.j pod<·tno:-; itttagi11ar 
qw• C\. illl.q;ra.] ('lll '-0 v;i. atf. \Lili litll.tl.i' fit1il.o, d'tgi\.11\0S n, a.ritllil. do qua.J OS 
1 D~· ftd.o, St.rat.oHOVii'h [:?.·1] ddlrw 11111 pr1JCi':--iSI'J 1\lat-kofflr!.HO ro1110 11111 JH'O\'\·sso s~:r11 
''d\•1t.n l'díll'dado" 1 afhn·./.l(.·cl. l•:nt silrd)olos, :·wndo ~(I) 11111 pr·o,·~·sso t'!·~dort'tst.iro, i'' 
~(1 1 ), · .~(ln) 11111 ('011,1111110 dt• valor('.'i 1'111 rH:-;t.ant1•s ('()ll~t·CtJtivos 1. 1 > 1."1 > 
i'IJt.iio <t prohnhilidad,· ("Oildii'ioual 
w[é(l, )[W:.), · 
w[é(tJ)[é(l,), · ,Ç(I,)] = p(€(1t),l;(i,)) ,n > 2. 
> /H, 








Figll!\l. 2.1:~: !\ dctlsid;.vk <~Sp<Ytral 1 tra.r~sfonni-lda. d(• Fouri<~r da l'u!H)l.o de 
1-l.lttocorn~\;.·v,·.ào da.di-1 na. fip;11ra "2.7. O Jll(i.xiJtlO ucon<· ('.III w =- O.l9f"). 
e!'eit.os sohn~ a. diJtúmica d(~ ::.: sú.o dc~pl't''';,Ív(•iH. Bcpa.n· q1H~ i~·il.o L<~m fiJIIda.-
mcnto Jtd llt<~dida. <'rll qne co!npan·r(~ Plll :}"(..:;)a cunvo\uç.iw d<~ ~::(!') coJJt untn 
!"ltll\·.r"\.o S<~tto, f!IH' osci\a. lllllito Ul.pida.JtWJtl.<· píll'a 1,.1.,,.1 2 ~t_ 
l<scrcw·Hdo a. (~xpn.Jtsho d(~ ,(.,'(w) cm torno da. orip;cn1, l.<":lllos 
, . . d."(w) 
,o,(w) = S(O) + Lc-- 1 · · · 
"(,.'"'' 
Alia.da h <'xpans~l.o aciJttct 1 vntnos l"i-~.t,<•r IIII ti\. ilproxillli'l.!.;i.Hl pa.ril n ,'-,', <'s<pl<'llti'l 
tiza<h ''" fig11ra :U -L 
O pritnciro t.<~riJto dil expan~c1.0 f!/'l"il Jllll cf<·it.o d(• rtli'.JJIOI'ltL na dítt~\.ltJica 
do sisl.i'lllil. \(•Jdo: 
2'Y~S(O) f' I 
7í ./o 
('()_,l/(/-1') ' ' 
---- .C ( / )tf/ 
I- 11 
<·'III que o terrno ~:.)~::~:~~~~) ::::(1.') pode s<T d<~:--:pn··zado com 
i:tdiahát.ica. longt· de I - 11 :::, O, veja. fi~11ra. 2. I ·1. 
O que cllntlJitllJOt:-~ de a.proxiJtlCH/Ii.> l\.1a.rkollinna. atpti <\ ltit verdade, cow.;i 
d<•ra.r <pH' Lodo o <~kito de IIWIJJÚria ~wja. proporciona.\ a S'(O). Ol.)~ervando um 
grAiico típico da. deu,idade csp<'ct.ral, dado pdo potencia.! Ni::LSON a. '"":rgia. 
H= O.:lil (veja figura 2.13), podemos aproximá lo por três rda.s. Toraamlo 
eut.ào d.~t.';) como ua.t<t funçào d<Jscont.ínua e constante por pedaços, temos 
s,.(w) 
l·~igura. ~.\ 11: llrlli"l, (l.proxJIIHH:)l.o pa.ra. a. d<'JJsidad<~ <'sp<·<·t.nd. As d('SC01Jti1111i 
dadc~ dtt d(~rivn.da. o<·orn~lll <"lll w-= ( 1 w = w 1 <' w- w 2 --·- 0 1 JH:.sta. urdcn1. '1/t 
<)FI. inc\itlél.(Ú.O do ~q!,l\lt~JILO Cl'll ,(.,' /• <'I'('S('.('Jil,(', ('1\CillitJlÍ,o lf'J. <\a in<"lilla.<J\.0 do 
t-1(\l!,llW!lLo dccn·sn•nl c. 
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I wja ligttl'il :l.l I) 
!.,, ldSiw)] 1 d --- w"'" wll -·I )dw "> -11 1 L ., dw 11 
d Si>liw2ll 11) · Sl'llw1(1-1 1) 
--q-, ,,, I - 11 
"'llw111 11) 
I __ '--:-:!.'_...:. 
I:!. 11 ) 
S<~ W:,: <~ w1 súo Illuito Ina.iorcs q11<· i-l.!:'i freqii<~ncias típica~ do sist<~Illil ~~~nto, 
p<HI<)IIlo~ de:-;prczar o cJ<·ito do H(~g:uudo ter1no, r<~suu,do i"'I.JH·~Il('IS 
> ( I 
-rJt 1r b I - I ) , 
pois a a.proxirna.<.;f1o ~tdicthii.Lica. w1 ---+ cx.1 j~, foi itH:::>ll!llida.. 
Para t.cstc~s lllllil<;rinn-: 1 '1/t c:stA linlita.do ao Jllitior valor positivo <jiH' i·l 
dcrivada de .~'(w) ctsstJIIH~. E111 n~Sl!Ino, o (•kito do l'llnriona.l :F pode S<'t· 
<•srrit.o roiiiO 
:!)1.'>'(0) j''-• c(l') 1 
--- --di 
7f "1-1 1 
:l,',,,_:(l). 
<'til qtlt~ ( e 11111 pari.l.Itwtro para <~viU1.r <.pH~ i"\ intq.;ral 110 L<·Inpo divil'j:-t. 
(:l.l'>) 
N<~stn aproxitntH.;ào 1 chq;a.IJIOS o 111ais próximo possívd da <~qtli\.~·.ú.o de 
L::tti!Jpvin para. o Histcnw. l<~nto 1 llllli-1. vez <pH~ ,S'(O) ::f O i1nplica. na <·xisJ.t'IH"Íi1 
de um tC'nno de· tlWIIlÓri.i:t. 
2.5 Estudo da equaçao dissipativa -- reser-
vatórios de bilhares 
/\ (~qiiCI.(~io 1llli<IÍ111enHiona.l 
.. . ; i IV ) A/,(z) + >.(z) + 1ji(z 1) I \ii~ ~ F(.o) 
cunt<:Jil toda, a infonnaç.ú.oj ,a.tt~ terceira O)'(km na con:)U=wt.e de a.coplarneutoj 
sobr" o rnovim,nto do ouhsistcma.lento. Nesta "eção, procuramos manipula~· 
o d"ito sobre o sistema lento do acoplamento com o sistema ca.ôt.ico_ 
4!1 




Fig11rt-1 2.J.r,: l~:.stAdio ou hilha,r dt~ Hnuinln\'ich. As ditlH'JJsÚ<~s 11sa.da~ nos 
programa.s fnra.JJJ ,,. :- 11 l- -"I:U·.;:) pa.ra. o hilh:-11· I; r= :l 1 I- l'l.f'/2 ptt.ra o 
bilhar :J; r___:·\ I- 5 pa.r<J. o bilhar.~"")<~ r ""7"" 7 1 I___; O.SS para. o hillu-1.1· 7. ,. <' l 
!'or·a.nJ f.~bcolhidos de Tl!Udo a. Jlli'\.llt.<·r a. :-itt>a do hilhar praticat\H~td.t•. a. JJH'Silltl 
\lOS qllfltro Ci\.SOS. 
Por \IIli Indo, l'azt~r o JJH'sllto t.ipo d<: proiJ!t'JtJil. :->tdJ."'il.il.lliJJdo o Nt·:I.S<lN por 
tllll ],ilhar ritÓtico, COliJO o csL~idio 1 st•ria \IIli sq.~1111do t.cstx· para a. tcori:-t. Por 
md.ro 1 inlilp;ina./ltos st•r inh·rcss<·t.JJl.t• 1\ll\a. CtHlljhl.l"il~·.io dos <'i't•ito~.; dt· ncoplar 
sisl.t''IIJas Ci\.Ótiros t~lll qu<' pudt'•sst'lltus va.ritll' () sPU tcn1po di~ corrc•lt~.(.'i)o 1 q1w 
(,'o q1H~ llli"tit'l in1porl.i-1. 110 t.crnw dn lado dir<·it.o da. i~q.(~.:~·l). 
ht.o po<k Si'l" fi•ito co111 l'i"t.t,O(ÍV<~I sin1plicida.d<' 11:-1a.ndo o i~:-;t.Adin. J.a.Jidl/~lll 
cl!in\lndo i>ill"rr d" lllllli!lrovich (v<'jil li~ura :!. I:.), mi !lO :;d"'"'' ,., .... ,tin> ( /1) 
no a.lTi'-11\,jo g;ern.l 
1-'iz.eJno:-; <jlli'-1.l.ro t.ipos d<•l,illr<ll"i~~ distintos, a part.ir d<· lllll csL·íclio <'Olll i·ls 
i·Wgldtrh~H diJIH'll:-lÓCs: Si'rJJidr('Jilos d<' raio r =:- ;l <' q11adra.do d<' lado l ....:....: ;), 
Vt'.ia. figura. O irrvaria,\11.<' ndia.h;í.t.ico i'l).!/ali<'o 110 ca.so de~ hilhar< 1S <'·a. ~.;ua. Ar<'iL 
Mantiv<~IIIOS a. ú.rca <'<'Jil:-d.;Hd.t~ Vil.rinndo o raio r<' rorr<'~~-qwrrdt~rl\.i~Jll<'lll.<' o l;-ulo 
I do rd<ill~lllo. 
Os 1.;-u\ldit!H)S I(' 'i' csLto n·lacionados pdd rúnnnla da. ~:1.\"i~i'\. do llilha.rl qw~ 
foi rnant idtl pra.l.Íc;-1.\IH~nL<~ consta.tltP; 
(:!Ali) 
fi() 
l.em:-1 l('nto (pot<'IH·ia.l qu/11tico). Hllla \'<'/. qq(' 1J fnncionill .r··(·. stdici<·lll.<·llt<'llf<· 
dif<·n~nl.<~ para c:-l.da. IJilhar. E:--;tl'S l'f<·it.us tH'Otll]Hlllh:-tlll i:t. llllldalti.,:H 11as il,ttl.o-
<·oiT<:d(I.\~Úe::-; da va.riAvd acoplada.1 <pw 110 cat-:o l.oltHtntos como :-1 cotltlJiltii\~Úo 
(l:/' + by ( :J.•I7) 
con1 fl.jh ::-:: 2j.). Evit(l.lftO."i usa.r ;rj como 110 cru-;o do potrncial NELSON 1 por 
ser 11111 <1ÍXO de Kittwt..ria. do l>ilha.r. Pior aindt1. :·wria 11sa.r y, por <pt<~ conl.<'•tn 
llll\it. família. d<· órlJit..:-1.s tlt<"\.rginal. d<.~ <·st.it.hilidadc O. 
PorL:tnto~ I.OIItilH~Ittos a lla.ntilt.oniana t.ut.a.l 
11 = 11, + 11, + /l, 
co111 lf:. c.o1no tto a.copl:-I.)IH'HI.o coltt o NEUiON <' 
11, 
11, 
/ ''. ,,,_ ,. " I . ( ) 
.... + , __ + 1' .I' 1/ 2 2 I' 
( u.r + hy )c 
<'ttt q11c B dcttot.a. a rq~i/1.0 do IJilltar <'\/H :--1(' alttdn. d<'llÍ.ru hilltH.r S(~tldo itdillÍl.o 
do s<·IJ lado <h~ fora. 
A dt~lt::-;idadt·~ <'t-~pectra.l qu<-~ a.pit.rcn· cnt .F( ."":-) nos casos consid<·l·ados adi 
a.nL<· l~ da.da por 
S'(w) + \ 11 (w)- :J ;··x- cnswr((u.1· + hy)(a:c(r) + by(r)))dr, 
-11 
( :J .1 i'l) 
Ctll qtH' (') <kno1.(1, (l, llH~dia. l\0 t'll~<~lllf>l<• rtticn>riUtÚllico <'o fator 2 foi inrlttído 
pm I'OIII.a da ig11aldad" S'(w) ~ \"(w). 
O q11c fa.zetltOK ltllltH~ricaltt<'ttl.t• <.··o c;·Í.k1tlo da aut.ocorn·la.<,)to pelit. evoluç.ú.o 
dt•sacopli-t<.lit. ÂH ituton.ln<di·t\Ú<.~:--; 1 Ci( T )~<'III qn<~ i dr~11ota o 11\,llltero do hilltcHj 
:-;;1.o dado.:.: por 
C,(!)-= ((a:!'+ by)(u:c(/) + by(t))) (~.49) 
Conto usa.u1oH Hen1pre a proporçào a/ b = '2/5 1 C i( t) assunH~ a fornHt 
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Vrll·iarllo:.; a ('1!1 ca.dn hillli'll" d(' l\HHio qtH' ii illll.oc·urrcltH:;úJ ( ',(0) :-;cp pril· 
tican\c•rlt.c• co!l:-;l.a.rd.(', T('ll\ isto o ('rc,ito d(•:w_jildo dc• l\Jil.Jll,c't· J.li'rl.url)il.l.ivo u 
a.coplílnH~ut.o~ poi:-; a for(a. vi:-;t.a 1wlo sist.crl\a. lcnt.o (\ a(~,i' + Sy) 1 ('o nH'Hl11lo 
lllÚ.XiJno de ~:r+ ;lif va.ria forl.i'~llH'Ill(~ do !Jilhcll' d" ra.io r =- I para os otll.ro1:1 
(veja lig11ra 2.1;1). 
O t,f'I'IIIO de Horll Oppc•rdwinwr se Ht\ldd para. ('sl.c~ acoplall\c.•nt.o~ corno 
flOd<'I)IOs v<:r pelo cidnrlo do Ílll'di"Íillli.<' il<ii<-~IJ<ÍIÍI'o ll: 
l!- ./H( F- tr 
Jl.r J-D ''"o 
J·~;: Si'[]{) 
Trr!IJcdhitlllOS CUlll /~'·>Iii l- ll:. 1 p;1.ra qtudcJlli'l" ,i',/J (: B. J~:st.a hipót.c•st' lldU 
c~1 Jllllit.o rc:-;l.1·it.ivi'l porqlH' \iil1 de• ('11Cu1il.ro coJll u fcd.o dc~ li; S(~l' jHTI.urh.rd.ivo 
" 'I"" r:_,. <.c:: /\'. 
'!\·,mos port.ant.o 
[,11-:-11, --11, I { !! :hr ,{,- d.r 
-0 
') 1(1-:-tl.) ~'lr .:;· / ( u.r I lnJ ) d.r dy , -lf. 
. Ll 
n _ 27r.1(1·: --11, (:!.!JO) 
sern n~nhunr pol..,ncial adiabút.ico. 
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2.5.] Resultados num(~ricos 
TivcJnos a.lg11Jili"\.S difir11lda.(ks pdra a. int<·gra,(ho d.c·us <~qun(.Ó<~s d( 1 lbt.~ni\LoJJ 
pnra, n bilhar) <pH~ wunos Illl~llCiona.r IH·r~W'JIH'IIte. Dvvido ao l'a.to d<~ o hilha.r 
:--;ofn·r a l'on:a do sist,(•Jt!a l(~11toi as Lra,ÍI''tÚri.cts 110 plano .r- y Jli.i.o sél.o J'(~L·1.s, 
Apesar de a CllrV;ÜJJr.ct ~H~r peqtJCtHI., pois (•:--;\,a.mos com 11111 prohi(~Jllft JH'I'-
1.tJrb.cüivoj a. prcvisiJll d(' choqJH~ COill a.s pctn•d(~S do hi\haJ· fk.ct llllliLo pre-
judicada,_ Prillcipa!Jll<'llLc ('tll t(Jf"IlO das inl.<~r.•-a:nJH~-" da.s :-wJnicirctlllftrt~ncia.s 
("OJII os segnH~ntns d{~ n:Lt~ ond<~ l.cJnos d(' ddinir entre dois tipo::.; <.k rdl<·xào, 
t.roc:-tHdo o Hillitl do JllOilWtlto !la dirc<Jlo lJ 011 na. din~\·ú.o da JlOI'Illal kt,:-; :·willi--
c i r c 1111 fc·rt_~, 1 r. i at-~. 
O d.l~orit.Ino L<~v(·~ d<· s<":pd.rar dois casos dt"· prov;·Í.vd choque: ;.upwl<· <~III 
rplt~ o ponto chcp;ava pr<")XiiiiO ; .. pa.n~d(; <'.0111 vdocida<.k IIOI'IIIa.l !'azoi-Í.vt•l <'o 
S<'p;l11Hio 1 t·.:111 qw.~ o ponto chq~t-~V(l. prúxi1no i1. pan~(k coJII vt•.lorida.d<~. 1\0J'IIIi'l.l 
lmixa1 lnódulo IIICIIOI' que ·::.·.~ :!c- a1 qnaJJdo poderi;-1 onnr<~r I! IIIi\. Ln.ltp;i'·nci;.t. 
l"ilssnJnos h t-l.!l:-i.list~ dot-3 n~t111lt.a.dos I!Hill<'·ricos. 
( ~Oil\O nào I li; pot.<~JJcial adia.brít.in.l1 o p<'riodo de n·l"crt~ncia. do qncl.rtico 
sofl'l' llllli"\. diJJiilllli<_;i1ü 1\0S t'I'Sltlt.a.dos d<'Stit S('(à0 1 ap<~Si\.1" d<~ (~Stiti'II\OS :-;(~lilpr<' 
co11I a. IIICSina condi<;áo inicinl no plano d<: fa.s<~ do sistv111i-l. i<"nto. O p<~ríudo 
T, 110 a.coplanlcnto co111 o NELSON 1 v:-dt: 117ti 1 <~ il.qui '/'-:- IIY)(i, A <~Iwrgia 
/~·, i11ici"l t<unbt'·n• 11111da d" 2.S7 x. I o-" p;u·;.. :l:n;, !< I o-". 
O lll,llll~ro d(' condi<.Jws i11icia.is v;.u·ia dt~ 11111 hilhar para OJitrn1 sq~nndo o 
rrit.Prio intuído da ca.oticida.d<"\ Na v<~rdad<\ t.odos estes hilha.rel'i l':IÜ.o caót.icos 1 
l'llits o <~XIHH~JJL<~ d<' I ,yr..po1.111ov J!l{~dio l· ma.ior para. o bilhar .r-~, Pod<~ll\Os 
tonih<'·llt e11ra.ra.r o hilltar I rnmo qllitHe reLnngulnr1 ('jllt' i-11111 bilha.r inLcgnlv<'l. 
No OIII.ro <~XI.I'ctllo i·:KI.i;. o hill1a.r 7, (jll<' (~' qu:-1.st· cirndar. 
A Jnancira COII\o f<·l.:t,t'rJ\0,'-í o p;rid d(~ pontos pa.ra. o~ hilha.res (~ difel'(:l\1.(· 
daqu<~la colll <pH~ pa.ra.md.riza.JJIOt'l a Huperfícit: dn t.:tlt·~r~iit do NELSON. l·:ti-
pallmrnos os poBUm uuiformemcntc sobre a. região do bilhar, no espaço de 
configuraçiw, e usamos um ângulo para p, c Jly· (h pontos da borda do 
bilhar que t.iveHHenl momeBto apout.;wdo pMa. fora. eram cortados_ ()omo 
coJ1S<'(j11('1lcla do pr~rí.I,KI'<Il"o a.rd.('riur, li;,<'r1ws íl d<'l1sida.d(' de pnrd.os nus lJi 
llw.r<·s :i <' 0 11\éliur q1w nu:-; u11l.ros, illl.ui11do os 111.\lli<'I'Ox d<~ ;~.curdo co111 ;~ 
SllflVi<JiHJi~ (]a,:-; l.i"i·lj<•f.Órins 1\l<,'<]i;·IS, 
I•:.:-; ta. gri1.da.<.;Ú.o llh caol i cidade· dos billw.rcx sP n·~rld.(~ nos g;ui.ficos das <nr 
toconda.(Ôes; a rn.ztl.o p(da qual a.qud;-t.s pnra os hi\lii.U'CS ;~ (' ;, silo llH'11os 
sua.V('S (·a r11aior cn.oti(''lda.di' dd('s. 
C:on1o j/1 lli<~rJcioJI:-unns 1 con!'ornH' o l)ilha.r, vn.na.mo::-> ttt-~ const.a.l!ti~K a<~ h 
d(' 111odu a li1di11.('\" ]H'rl.lll'hativo o a('op!al!H'Jil.u. llsamos os S('F_;llinU•H valor(':-;: 
llilliill' I (/ - I X 1 o·- ' i>= I >< lO"" 
!Jillmr :I 11 1.07éi:! .X III :1 
"= 





:!. !.l!lt\ I 11 ·" 
(Vil) 
,) a X :.::. 
IIi li Iiii I (/ . 110 I· I ·x: III " "--- :u;:w )': lll " 
:--J";·JH próxi11H1.s qlli·Üro pclp;1ll<-l:-i 1 11\0~,t,ra.Jnus os ~r{dicos dax tl.l11.ocorrchHJ)(':-i 
"'' ru -t by I'"'"" cada hilhar. Os gráli<'os do tlloVilll<:lll.o ""'·dio do gr:111 '""1-o 
soh o <'f<~it.o do an>pin11H'llto coJll o l,il11:-H·, col11JHI.ntdo a.o oht.ido ::d.l'ii.V<'·s 
da <'q.(~.J·l ) 1 siuJ t.arniH.~Ill 11\ost.rados. N<·st.<·x 1í\t.irnos gnl.fi('oS 1 adot.a.\1\u.'-i ti 
nH·sn1a sin1hulogia d11. s<'i.;a.o 2.:~: a. linha cn1ii.Ín11a. n']>l'('S<'!Jt.a. a. tra.jd.<~JrÍa {)h 
tida vi:-1 cq.(~.JI) (' 11. pontilhada n'])J'<'xc\d.a a trajd.úria. ol>t.id;-t. via nu'•di;1 
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Figura 1.17: (a.) 1\ proj(•\·;:u.l do lllO\'illH'Illo JlH',dio 110 plano dt' 1":-"J.:-;(' d:-ts ("() 
ordi'JJada.:; do :-->istl'lllit l(•Jd.o. (h) /•J'::'/" <·alculcula. t'lll cad;:t ponto d<.-1. tra.j~·~t/nia 
d<• (a) "III ft111<;áo do t""'l'"· '/' = 10% para li - •1 x 10 '1, z0 - l.f>" 
p, 0 = (J.:í. Na. Hhscissa, '/'denoto. 11111 período. Acopla111ent.o co1n o bilhar I. 
fi linha conl.ÍIIUa repr<'H"III.a a. Lra.ietória obtida via eq.(~L31) e a pont.ilha.d" 
repret~f_~uta. a. trajetúria obtida via nH~dla rnicroca.nônica. 
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Fignra. 2.1 !l: An1dogo it figur<t (2.17). Acopl<unento COtll o bilhar :.l. 
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o 0001 o 
C(~l O 0000~ 
() 00000 
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Figur« 2.20: Corn•laçào para o bilhar :i. Nú'"'"·o de co11di~ó<.·o iniciai;;: 2721iti. 






-2.0 -1 .o 
- ---. 
• ~ ••• + 
0.0 
~ 
1 .O z.o 
0.004 








Figura. 2.21: Análogo h figura (2.17). A(oplamr:nto corno bilhar fi. 
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l•'igura 2.2:1: Análogo a ligur<t (2.17). Awpl<unent.o Wlll o bilh<tr 7 . 
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Ohl.{'tl\0:-i tlltt ("Ott1p1Hta.ttH~ttlu :-i<'lll('11titltl.<' 1'111 l.udu:~ u:-: <'il.:-iU:-i. O di'CiLi 
IIH'tJIO (~Xj)OIH'IICic-tJ C0111j)i"\.}"('U' ('Uill tlltÚot' 011 ltl<'ltOr illj,('ltSidade. 1:: jHJSSÍ\'I'J 
qtH~ d(' t::·d,cja. n~la.riollil.do cotn o <'XJH)(~III.<.~ d<~ L_ya.potti\OV lll<',dio do bilha.r. 
Etn compa.r(tc;ào co111 o N I<LSOJ\i caótico, t('lt\Os a pt·e~·H:Il(rt. <.I<-~ unta ('Htldt-t 
os<'i](l..tória. ua~ it.lltocorrdaç/ws lllPKitto 110 ca:-;o do l)i1har !J, que. iu.;sinala, 11111a 
dif~-~renc,.·.a, llHl.rc:antc. Mcts nú.o tenws ba.tinH:nl.oK ro1110 110 caso do N I·:LSON 
rq;ula.r. Ist.o indica qtH' a <'Xprc~sào tt1i:tis ndt'rpla.d::·,, para a. autocotT('Ia.(hn <~. 
( ') c')) ...,,<).:.., 
Esta ca.ltda, oscila.nte t.e1n orige1n na fa.Jnília dP órbitas verticais. 1;: iut<~n~H· 
S(ttlt(~ V(~l'if]cat'l1\0s <~sJ.a i·dirt1\(t(,;Ú.O ll\ltltet'iCatl)('l1t<~ pa.J".t"\. fa.Y.;(~t'IIIOS \ltllt-1. COitcXi\.0 
co111 a eq.(:Lr,!l) do pr<Íxi1110 capitulo ou '"I-(:J9) de [27j. 
Calc111ando as t.ra.ltsfonnadas d(' Fot11'i('1· co:--:sct1o (\(>cada. lttlla dt1.s <"1.111-o 
rot't'{'1açÓ('S 1 vcl·ifira.lt10t-J q11e as fr{:qil(:ncia.s <~:-;\,;~.o r<'laciona.da.s cotll os JHTÍodos 
d<' n~rtaH úrbit.a:-; p(:riódict-~.s 1 conto a \'('ttica.l <' n losanglll:t.r (IJili~ 1-1'111 v/-rt.iccs 
<~lll (±:rn1k.x, O)<~ (0, ±y111,\x)). 1\ilost.ra.\\IO~ IIOts grAfico:; cotTespottd<~ttl.I.~H co1110 
<'sta. rda.(t-),o S<' dá. H.~--~K:-:>d.!Lutlos qtw a úrhit.a V(·rtiod ll.t~t.o a.pa.rcu~ ti<L a.tll.O<'or-
rcla.(;ito do bilhar I, o ll\a.i:--; co111prido 1 {' qna.st"' tttl.u st' vt· 110 l)il!ta.r :~,porque t-1 
alt1pli1.tHI(~ da n.utocorrda.(,'iÚ""J d:-1. Vi.i.ri;-Í-vl•] !I<'· proporciolw.lnH·nl.c tlltJit.o ltH't1or 
nestes casos. 1:: por isto {JIIP 11iw Vi~lnos uns t.rHll:·d'orttHHias para os 1)il!ta.r1~:; :~ 
I';) algtlllta freqiÚ'ncii:t. n1ais pn)xirna d:-upwl;t da. úrbit.a, \'('ttici:tl. 
Nc~-1.0 fi:;;('lttos ttso dt' lltl\1-t a.pto..xitlla-<;ito da a\ltocont'la(,'tlu p('1a fúnllltl(t 
(~ . .l~) nos cálctdns via. cqu.tt~.:ào diHsipaLiva (~_;Jil ) 1 isto t\ par~. a obt1~11\·ào 
dos da.dos cm ca.dn. p("l..r de grAfic.os _:; 
afinna.1nos éutl.criortncnLt\ na. H(:çku) J.;J ~~ i.~tll [J(iL qu.ttndo annliscl.va.tnos o c<~.so 
do íiCop1:-ttlH'tltO ao NI·:LSON integri:Í.vd, 11111 COtllporta.tlH~td,o ()sl"i]a.Lúrio p11ro 
na i-1\ll.oeorrcla.\~ào pode ~ii11pi(~SIIH'tiL(~ nào ter ckito no rnovi1ncuLo IIH~~dio 
( (~). (p,) ). Se 11. freqii<;ucia. de oscilaçào w 1 {, gr;u1de, significa. que cnq•wnto 
(z) va.riou de ordem I, seu wt t.crá or;cilado lllUita' v<eze8. 
Este aspecl.o ~muito interessante de 8e comparar "ntr" os bilhar"s 3 (e/ou 
5) e o bilhar I. Nok <pi<' n bilhar I é muito mais lento qu" os outros. Na, 
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Fig1rra 1.2'1: i\s tra.nsforrrlada.t-:~ (k Follrier· Ctlsst'JlO cnlrulH(la,s llllllH'ric(\.llH'lllc 
a pari ir dos d:-Hlos doH gr/dicos das corr('li·l.(~ú(~S. A H.hs("issa /• a l'n·qiÚ.'Ilritl. t' 
a ordenft.da /~ .L<.~(w). AcinHI ~~ t~s(pH~rdct, l)illtil.l' I; acir11a h din·it.h, llilha.r :~; 
a.baixo ~~ t"~S(jllt"rda~ hilhc1r .'l; abaixo i-1 din·iL1.i hiii1H!' 7. 'f- ~7r/W111 ;~x 1 t'lll 
qw~ W 1u1q {~a fn'qiit•rH·ia. Olld<~ OCOI'I't' o pÍco c.J(~ ,'-1'1 (W). 1'/, d<'tlOI.a O ]H'rÍodo dtl. 
brh'1ta loKa.Jlgular <' 'l'v o [H'I·íodo da órhit.a. V('I'I.Ít'al. 
60 
\'('r<L:td('~ lli.l.O CUIJSt.atil.JllUS il 'IJ('I'I:·.·,c;u/(/df· (];:1 flip<')ll'Sl' I-J.dÍri.l)í·i1.i<"<·l. 1 Í:·d.o l,\ O 
:--;Jdl:--;Íst.<'llld. Ut(~d.ico Hl'l" rcí.pidoj para ul)t.('l"lllOS Ulll <'OlllporLaJll('llLo dissipaLivo 
para ((o:),(p,)), k11do "'"vista'" dados obtidos ro111 o hil\ia,r I. ll;"la 
comparar a fn:qiii•11cia. d<• pico <h d<•11sid<11.k '''l'"cl.rn.l do bilhar w ~ ()_():!!) 
COI!! o período do quártico '/' = IO!Hi, 'I"" d;i 11111a fr<•qiiô11cia 5.7 x lO-". Sào 
valores .iA nntlto próximos. 
Isto nos :;.;II,~.l/~r<.~ 11111 {Iltil.Tio t<~~·lf,,, Jlllllll~rico 1 nJcts (h~ ha.st.ante irnport.rl.ncic~.. 
Dilllinuido a t~nerp;ia. t.ot.cdj n.s a.ut..o<·ondn.(Ó<'S selo est.íca.da.s no LcllljJO. Os 
bilhares ficnrn ctinda. nHlis lentos; na proporçho da ra.ih da. t'a.hito (k (:ncrgíc-1s. 
A nova energia l~ escolhida para qw~ o hilha.r .t"} Lenl~el. S(~ll IH~ríodo principal 
a.proxillli.H.larnente igthd a..o do suhsist.(~llHt de iliL(~resse. Neste La.rnbt~~rn c-uJ-
ment.a.nlO['; a constallL<~ /i para di1ninuir S(~U pl'ríodo. Pa.ra. <pw tudo possa. 
ser r(~ito S(~Jn a.f<~La.r (nlllito) a condiçclo dt' pcrt.urhaçii.O, pr<~risa.Jnos tnlld<-11" 
tltJllbÓJ!l a. condi<Jto inicial pitra. ~O- 0.0 i~ Jl:~u- O .. Jl al{•nl (k llliHia.r n. lllCI.SSCl 
M, d" I 00 para I O. 
11:1ll J'(~SUillOi n. (~llergJa t.ot.n.l (.' !.Oillitdil. ("01110 /~' = I .!)2 >< I o-:! i I /'2;) da 
t•nt.-rgih i:tllf.crior O.IM; j-J =O. 10:2:1 1 }r!(; vn~<·s D tJ 1-l.tlÍ.<~rinl". ( ~om (~~-iÍ.cs dados 1 o 
período de nJ<·~n\nciil do qn;Írtico /, F - 2·17 c o pico da d1~11Hida.1.k <'bfH~ct.ral do 
hilh;u .1) ~~ lev;-ulo parit o ~~(jltiva.kllli' a. IIli! (Wríodo :n. -· 2!'")(1, As coJJsl.ant.<~H 
<.k a.copliUJlf·~llt.O l.i·l.llJIH:''lll fora.JJI ililllilliiÍdits fli"\.l"it llliU!l.PJ"IIlllS a. <"Oil<lit;.ii.O <J<' 
pcrt.11rhaçào: u. = 2.·1 x I O·· '1 " h ,.,. G.O x I O 1 
A figura. 2.~:> Jnostra que o (~f('it.o d<~ d('cd·scimo da. (~ll('rgJct nd~dia. do 
sist.<~Jllit de int<~n~ss(~ (Wnncuu~n~. 
2.6 Conclusões parciais 
Neste capítuloj est.uda1no:::; o ar.oplc:mwnto de 11111 sist.en1ct de interet-:~t-:~(~ a 
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Figura '2.'2.1: À esqtH•rd:-t 1 ;-1 prOJf'i;a.o do lllOVÍilH'tlf.o JtH'•.dio 110 pla.llo de f:-u-w 
da.s roonl<'l\él.dn.s do :-dstt~llli'l. de· illi.CI'(~S:-a: para t~lli~l).~li'l t.oLd F -- o.otq:~~ 
cont t·o11di<\-,:~,o inicial (-::rhP.~o) - (0.0 1 0.0). A dil'<·it.n1 a. t'll<'t)!~ia do t-:ist<~ltla 
dc iul.<'l'<':-1:-i(' F.,:r CO!llo fltll<\~c~.o do t.cnqHJ.. O IIIÚJH~ro di~ po11t.u:.; 11u grid t'· 
:.n:!HS. 01ttra:--; COIIHL(UJL<~s foraltt sigrtilicativcuiWIJte alt.<·nula.s a.pt~l\t·t.s jliHil 
,.,t., p,r;ilico: Ar,= 10, ;i,, 0.1021," = 2.-1 x. 10 ·• "h ... _, G.O >< to-·•. <~""' 
t\stt•s par;;_JJH~Lrosj os JWI'Íodos dt~:ü\.("opla.do:-; sú.o lltlliLo próxintos '/' -- :!.fi t' 
'/1.1 - 2.l0, Clll que 'f'b - Lrr /wb t~ L,.J.)I> /• a. i'rcqiii·nr.itl de pi("o ( pn•vista.) da 
dc11si<hde csp<'ci.l·al do hilh<H .'J. O 1<'"'1'" d<· pmpHf\H(i>o ,·, 1.:(/'. 
( '') l~ 
" (ii\') (ii\/,) M,(c) + 'i.·· + -._. = F(::) 
1 o âo 
em <p.!P z <'~ a va.riável do si:--:ü.·rna. de interes~-H~j suposto HnidinH~II~iona.l~ c~ 
li(z) = .\•'; I /h'1 ;, o pot<:nrial q11<irtico. Sendo!"'""' conol.ant,,, d« ,.,_coplil-· 
nwnto, a. cq.(:l.:H) rout/•1n todit a inforrnaçào sohrr- os <~fc~itos do i.tcoplanu~lll-o 
na nH;día do nH.WÍillPilto do sit-~LenJa de inL<~resse ati':: t.cnx·ira onk111 (~Jll l-
Vimos qtw tl rp)o-lirH~a.ridade do l':liHLeTna lento cria. lllll potc~ncia.l dcpciJ-
drn tt.' do k111 po. l·:s te poknc i ai s 11 rgc da, di fen.'" ~a entre as III (,I ias ( z'') " ( z)", 
no ca.::;o do potencial quártico estudado, e pnHIJOvc.~ l!;randeH osci\a<_:Ócs 1\íl <~nt':r­
gia IIH:~diit do sistenHt lento. Esta <~ncr·gia, <"OIII 011 ~Will c{(~ito i.Hiiah.itico d<: 
ordeiii t.c~n) (Lerrno d<~ Born-Op]H~nheirner) d<~ (l.cordo roiTI o si:-~Lf~llut ca.ótico n 
qtH' t-l,cnp]a,1ltOS 1 (l,Pn'sPtd.a. \,a.111hhn urn d<~rri~sci1no irrf~V<"~rsívt•] 1 q11<' t·~ dc~vido 
a'.o 111<':--iiiiO potc~ncia\ ti} nos Cél.sos aq11i mo:-d.ra.dos. Q11it11do o si~t.('JIIi\. knt.o l~ 
lill(~iH, o 1.<~1'1110 I'(~S]lOIIStÍ.w~l pela diKsÍp(l,~~úo t.~sti1. no funcio11a.l .F na. cq.(~_;J.:j ) .. 
O l"ullrional :F, v<~ja. <~q.(~_:tl), tn-tz a. infonna.~·k'i.o ~ohn~ o :-~ist<~IJia caótico, 
s11a d<~rlsidadP <~spc•ctra.l S'(w). Na. V<~rda.de, nrwnas H dt·~llsÍdii.dt• t~KJH~d,ra.l da. 
ViHiíl.vcl a. <jiH' é}.('.OplalllOS o :-;isf,(~tl)(J, knt.o c~ tpw conta. Podcll\OS a.proxilllil.l' 
S(w) por l"tlllt;Ót•s littt:'itn~H por pii..rLeH, buscando torna.r (~.11) nutis pa.rt·ci<.la 
cottt a. equa~:ào de Langt~vin, que não c.ont.cmpla, Pl"t"·itot:~ de~ ti!Cit!Úria .. A pro-
prit:drtdc dos ~i~:d.t~lllitK ritút.icot-1 conl"::erva.t.ivos d<' tcren1 órhit.ns pcriódit·as com 
período ti1.o 1-!:ra.nde quanto se queira l"n?. com que· S'(w) :-;t·Ja lUio nula. pa.ra 
w -,- O. Isto contraota <'0111 o trata111el!to de Cil.l<kira " Lq\gdl., 'I"" IIS<Ull 
tHlli'\ ii..proxitua.~·-i1.o linea.r para a densidade <~~-qwctral do n~s<·~rvtl1.Ól·io. Esta 
dift•rt.~ll\"('t. faz cout q\1(~, 110 a.coplanwnto ao rescrv,::üório caótico, na,o :-;e posst-1 
dcspr<~héll' d<' todo us efeitos de nwmória. 1 mas t~Wt i"tlllplitude {~ proporciona.\ 
a S(O). 
!'ara rc·solvermo" o problema do acoplarnent.o, lançamos rna.o rlc nrna 
tmria de espaços de Hilbert rm Mecânica, Clássica. Esta te01Ü 'erá melhor 
detalhada 11os capítulos a scg11ir. Destacamos, corno motivação adicional 
da. Lcoria 1 o ('sc\a.n•cinwnt..u dit n·L·u.;i1.o l'llt,n• ;1.:1 propri(·dad(•:--; da d<'11:-;id:1d(· 
t'Spt"·fl.ra.] 1 COI\10 OS :-;(~11:-i 1ll<·ÍXi1110Sl ("0111 /l.S fr(·•qii("'lll"ia~ das (')t']Jil.t!.S !JCI"i('Hjjl"i'\.~'1 
mai.-; impol·lrw.lt:,') do si~-;1.<'1lla ca/Jt.ico. 
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Capítulo 3 
Formulação Heurística dos 
espaços de Hilbert 
N<·:-:t<· CilpÍtuloj Jllo:-:Lr:-liJlOH COliJO rt, id/•iil di\. intrudJH/I.o di\. IJWdid:-L dP 
Dirnc no !'~sp;u.,;o de fh:-w:-: snrgiu. Pa.rtc dt"· liiJlil 1\.lla.lugi:-t CO!ll o princípio da 
tltiÍforlllidn.de [t>] todtt a, nk·d.r.:-l.(ào cpw !'('dund<-l r1a l'onna.liza<.,:;.).o da Jll(~dida 
no c•sptt<;.o d<~ llillwrt de va.rir'i,vcis dillil.lnica:-:. 
3.1 O operador de Liouville 
CntJ:--;Íc.lera.Jnos lltl\ si~Lc~!lli'\. lla.Jniltonia.I!O anl.tmonlo ("OJtJ 
p'J r 
11 = - - + I ('i) , 
:2-m 
er11 'I"" V(q) l.cnd<' ao i11fi11il,n 'JIIo!ldo /'!/ • "'"',.I""''"" lillril.allk i11f<'rior. 
lsl.o g;rlranv~ que n.s solti(C,)c~s da .. "i c~qHitt:Jw:-: <k llanJilton sél.o lindt:-~.da:--; 110 cspa.ço 
d<· !"a.:;(':;_ Pcdo teon~nw. I ~.fl dP [~2], i\. <~xistJ~ncia. de~ 11111 n1Ínin1o glol)ii..l in1plica. 
'I'"' o poi.<:II<:Í<tl V(q) /, completo, isl.o i', q11c as wlu~ôes das <XJIIitçi>eH de 
Hamilton, para quaiC]IId' condiçií.o inicial, pudem ser estcndid<t" ao infinito 
no tempo. 
()5 
O pri111ciru pn:-;:-;u pi'lnl i11Lrod11zir íl 1\u(íÚJ d(' ('~'PiH~u dv lliiiH'rL (~!lllllt'cÚ.Ili­
ca rlí.1ssica. (·, 1110\'('1"1110~-l 1\U:-iSíl. íd.('IH,,-;:lo para i\S i"HH()ws ddi11ida.s 110 ~'S!Jíi(~O d(' 
fat":J(~H '" valon~s r.on1pk.xusl il.:-J .,_,(J:/'i.Ú1 1t"/."i di.//(Únú·a,.'ll ('ln vc~z dP sú comúd('l'í:U'Illo:s 
11s Lra,idóri"' do fluxo llii.tlliltoniii.IIO 
r nm -·c 
(<f,J>) ___, /(</,/>) 
Pod<~IIIO~ dot.a.r et-:~t(~ cspa.<,·.o de' ftrii\·(·H~S d(' \IIII prod11Ü.l i11\..f~I"IIOl por (~X('IIIplo 
dclilli11do 
1/)f(<(J>),<J('/,JI) "'' dJI' ( :l. 2) 
('ll\ qiH' ('SÍ.iU\IOt-:1 SUjH'iiH·Jo (jiH~ a illti~J.,!;I'i\.1 du J.~1d0 ditPi1.o COIIVCl'p;C (' () faJor 
de uorlliilliO<a\·ào ~ ,·. d<Hlo por J ~( F- 1/) dq dJI. l•:st.a ddi11i~,·"' {, bilsl.aiil.c 
COIIW'IIÍ<'IIÍ.f~ pitra. o cnso f'lll qlH' a SlljH'ri'iril' d(' ~'IH"I'gia. /~ li111it.adct (~ !'ecl\a.dí-1 11 
porL;-I!d.o f."Oillpncl.a 1 no cspa,,;o df' !'a:~cs. 0111.1·t1s ddi11iv·ws Hilo po:-;sÍv('i.~~ !1\i'\.S 
e::-;t.a {,a. 11\H.is sin1plf'S co11:->idl'l'il.l\do qrH· a. cvoi111~Úo d<~ 111\líl. va.l'i:-lVf'l dilltl.lnircl 
quH.Iqllf'l' O]H~df~l"f~ inlpliril.é\ll\(~1\U' a COIISI'I"Vi\.(ÚU d(~ (~IWl'p;ia., isto f\ (j ('/)('III 
/(l/ 1 J1) oiH'dfY(' ~.s f.'(jlliH,Jws d(~ llíi.llliiLoll. Por 011t.ro ln.do 1 a.di;Hil.<·l.!l\OS <JIII~ 
cst.a. dcfini(ito t.f~r;i. (k ser 1nodifin1dil. l!lais l.;trdf'. Ela. St'l'W' ('ot11o jHllll.o di~ 
pnrLida. da discussit.o da lll<:did;·t. f' do produt.o i11Lvrno tukq11ado~ para o CS]Hll.:u 
de lli[i>l'l'i. 'III" i>r<'i.<'II<i«IIIOS COIISII'IIir. 
D<' faLo 1 pod('IIIOS t.ratilr il,P('I\i\.S df' f"llll(,'Ú('S df~ s11porl.<' rolnpcH·t.u'6 1 (.~/(' 1 
pois ru1110 as SIIJH'l'i'íric."i dt" (''llf'l)2)il l·j' = 11 s:-l.o compa.d.as 1 uào há ]Wrda 
de g('!lf~r;-tlid;uk. A cvohi(.'Ú.o te1npor•·d lL·ls va.ri/l.Vcis di11f1.1nica.s i' dí-1.d<t IH'Iii 
relii\~Úo a.ha.ixo~ que dcfin(· n Oj)f'ri"tdor (1 1 ~ 
{!, (J(q,p)) -- f(q(l),t•(t)) 
1 No(.(' qu(~ a supt~l'fíci~~ d!': !:llt'l'gia c o d01níuío d(~llt.ro dda. 1 induindo rt própr1o, sao 
sernprt~ l"t~cha.d!'."l8 1 porque :3ào ddiuidos a partir dt": 111\\<1. cqua.ç.ào 1 uo c.a.t<o da superfícit~, ou 
inequaçãn 1 no Cé\.i:iO do domíuio 
20 supoJ·k: Je um funçáo ~o f~c.ho do subconjunto do Jomínio onde ~Ja. niio St~ a.nuJ.a .. 
<:III <I' U' ( !{ (/ ). fI ( I ) ) i• o I' o III o d ii I '111 i c ii Ir ii j <'I ,·, 1 i ii <I' 1 <' te III ( !{ , f l) c o llll l co 11 d i \. i1<1 
iJJici<-tl. 
lJma fonna cquiva.lt~Jd,t~ <k S<' obter ii f·voln<Jw de unHt variáwd diu;;.,nir.a 
,~dada pela cq<t<1.~<io dil'creucial 
•1. I. I "'ilf illl L = I 11 -o L-----




lhna cnndit;ào snficicnt.<~ pa.ra q\1(: [ scj;-1 II!JJ gt-~rador de un1 _qrupo un.ilfÍI'Ú' 
a om paniutdro {~que as <'qlla(Ôt1s dt~ IL·unilton tenha.n1 solu(ÓC:-~ glohc-ds 1 isto 
.;, que o potencial 1/(q) S<:ja cornpld.o. Por outro lado, 'lllal<pi<:I' IWI.<'IIci;d qow 
IH'I'IIlÍtP <pw HIJla. partícula, viaj(: utna disLÚ.ncia. infinita lllllll Lctnpo finito fa.t, 
COJII <.pu~ i.tl':l (~qllét<,~.iH~s d<~ IL-1.tniltou núo t<~nhn.l\1 solli(Ú<'S p;lohaí~. A afin11a.~.ú.o 
<k~ qw~ 111 l~ 1111itArio1 o ü·or<~Jil<:-t. dt~ Liouvill<~j (·, dcula pdo :-i<'giJiJJl.t• 
Teorema: ,), "" <<tllaç:ór:s de 1/al!l.illon lhu ,,ofl<\.,;,,,, ylobai.<, <lliáo ·-i{ ,, 
wn opcnulor tssr .. nn:alnu.'ri.lc auto-arUunlo. 
lhn OJWrador (8,':'if"N.túdmr:nlr: .ctut.o-it.djunto possui lllllt-1, t'lnka extelt::.;ào a.uto-
a.dj1111t.a. 
Corno v<~re!llOS a ~-wg\111' 1 p<u·i:t <.pw tra.ha.lhenJo~ con1 as rwtofllli(Ôcs 11A.o 
triviais <k · i.Ci isl.o <\ dif<"~l'"ctücs d;-1. fun<;.ào consta.nte, t.<~Jnos qtH' inLtoduzir 
um produto int.nno n~o llslia.L DcixaBHm os ddalh"s d"sta ddini<;ào Jlill'<1. 
Jua.is tanl<·. Sa.li<~nta.nJos L-tmh~rn qu<~ a. dPJJIOII."itrac.,~.c--w do L<~orcnJa a.cinut [:!8] 
dqw11d1' da nwdida c do prodnf.o inl.<:mo do espaço d<: llilh<:rf. considnado. 
Por cstrt~ ra.z0cs 1 <~su~ capítulo{.~ ht:.~urístico. ll1n rigor rnaiot· será tomado 
no próxiu1o, quando reordena.n1os JnrüenlH.tica.rncnf,e, até onde soube1nos fa-
zer, o raciocínio que leva ao ''"pa.ço de llilbcrt a.qui tomado co1no pcml.o de 
partida. 
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Pu1'1.a111.u 1 nós va.1no:~ ii:-IS\IIttir qlli' lt<~_j<l <Httuf"tltH,'i\('s <' ul)t.<·r as :-niHS pr()-
prii•d;-u\t~s. 1-:sLttr'<'lllus hssittl HSSIIIllilld() qlli' o Ojli'l"ildor -·'/.C dc\·'<:rc·Í l.ct· llllltt 
base ort.ol!orn1a.l i11finita. 1.'111 qnt: t•k t'· dlu.,tfOii(J.I. O fa.t.u d<~ 11111 operador s<~r 
auto-a.djunt.u 11do iiiiplica llll. cxisti"-IH'ia. de ll!lla base d<~ nut.ofuu(JwH, por iHt.o 
pn~ci:,..;'-unos (.tcn.~Hn::II t.a.r t··sta !1 i pótc~w. 
3.2 O problema unidimensional geral 
( ~ousi(krandu :-t. H:-uniiLoniana. <~III (:tI) <~III IIII Ii"\. dilltt:nsit.0 1 sua. int.q~rH.bi­
lida.fk pcrrnite ent princípio oh1.<'1'1Ttos variáveis d<~ àugTdo, O,<~ rt.(,:<io, ) 1 t'lll 
k~I'II\OS da.s <.jlli"t.is J/ tollltt H IÓI'IllH 
1/ -'-' 1/(./) 
('SCJ"('\'(' COIIIO 
.. "' \f' c I - __ :_ -- I ' 
- di . 
iii/!!_[- ~!11 ilf = i\f' 
ri./ tiO <10 11.1 -
(\mio 11 nil.o <kp<:nde d<: O, f pod<' tn qn;,lqru·r depoendi.•nci<t ''"' rda.~·irn a .I, 
f(O, ,/).:..:: g(./)1.(0). N<~st.n. ~wpa.ra.<.;.áo d<' V(t.rláv<~Ís acallit por Si'I" n·dund;t.nl.<· h 
fuiH).o q, pois ./ l~ lllllil. coitst.a.llf.t• 110 1.<'1npo <' n.ssi111 o t·wrt-i qllkl.lqtwr fttll(rl.o 
,J<, ./_ 




A solu~-ào geral para f ~<"~ eHcrevt·~ portanto na. l'onna 





J)<'V<'IIION i'ScuJJH'I' ,.\(./) ·-- 1/.LJ(./), o <JIIí' leva. 0:-1 íiHI.ovalon's a IIIIHian'Jil C()! li i-1 
<''lli'rgia .. J~~st.a. <'scolilH /· jqst,i[icd.dil. CU11sid('n1.1ldo c1 IH'riodicidad<· no ;1,11g1do O 
qu<' as variáv.:is diu<iiJJica.s i.<':Ju, f(0+'21r)- /(0). Oht.cuws a.soilll o COJijuuto 
CllllllH'nÍvd de fun<.Jws d<' ha,::;:<·~, 
f,(li) ~,,,o 
qw·· /~ <~:xata.Inente n base da~ ~:'Xpit111-iÜcr-; cn1 strics de· Folirit~r~ pa.nt cada Sll-
pPrfkit·' de ener.c;ia. 
(\~<la. fuii\·ào d<~ ha:-w <~~-d.á ddinidit c.~111 toda. a SIIJH·rfíciP dt~ t~IH~rp;iít /•J' =-
ll(J). ('.onsi<kr<:mos 11111<1. funçào F qualq\1(:\' ,. G1.kui<•JIJOs sua evoluçào i<:JII-
poral. l·:snr:vr:ndo F P\11 t.emJos dn. base, l.c!llos 
F(J,O) = ':[C,(J),;,d' 
, <'111 <pli' (.''//.(.!) = 
2
1
Tr J;~'1 F(./1 O)f:- 11 ' 0dO. A dqH'ndi'~1Jcia1.clllpora] csti·i iii!plk.i-
', ta na variávd O. ( :nnsid!.'ra.ndo UIJJa. Lra_jd.órin <''sJH'cdiul. pitri-t O, L<'1liOS 
O(t)- 00 +c.•(./)1. 
l)orthiJl.o 
'//, 
F( I) (:I.!J) 
" 
(·'Jll <j\1(' ( ·.:,(.!, t) (.' _( /) ,in"j.l)< li ' (. (:1.1 o) 
J)('COlllj)OlldO OS codicit~IIÜ~H 0.:
1 
da <~XJHl.llSHO Clll part<'• l't~a.\ (~ illlitp;incÍ..rifti 
ohl.!'lllos as <.:~qua\Úet=! 
Un-:;: Re c~ 
tt11 = -nw(J)vn 
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(:UI) 
011 t-:( '.1 ii, 
SaiH'mos (pu.•. tuna fllll\-;to lira, couipkLarrH~utc dctt·I'JIIiua.da :-;t• couiH~!'('­
mos o:-; nwficicnl.(~s dt~ sua ('Xpa.ns<.l.o ctn ::.;/·ri(~. Port.a.nto, COill PKtes c.Ait-1doH, 
cktenninarno~ a. (~volut;iio de qtialqii(~J" va.rirl.vt•l diuámicH, F, ba.stando pa.ra 
i~Lo n~solvt'r o sisU~Illi:i. (a.!~). !\:-; t•qua.\·ócs (:1.12) a.dmit(~JII urna. Olll.l'a intcr-
prcl.a.<.).o, que l~ a dt• t:'IIUU'tl.l' os codicicnLt·s <·onto dctcnl.on·~t:; d<~ llllli-1, din.runira 
de 11111 conjunt.o dt~ ot-JciiC~.dnn•s. lnl.rodiiY.iudo a ILuniltouia.na 
I: A,(J)' ' 7-i 1(u v)- ··---(u 1 '' _) . 1 '2 1! "11. 
" 
vcn1os que ela dd.t.~I'IIIiua. a. cvolu<~.ú.o t.(·mpora.l d(~ toda variii.v(•l dinti.Inica 
/,' do nosso sihh'lllfl. or'1git1al. A ·IId"oriiiil-\"<.lO solJJ"t' o t-JisL<'IlHl.. origiual <'Sl.rÍ. 
i~vid('JICÍi-l(la no ('S]H"Cl.ro { ... \"//.(./)} do opcra.dur di~ Liouvillc. 
J•:111 J'('SIIIllO, da.da lllll(-1. Vii.I'itÍVt·l dintnniCll J-', COIII J.'(()) :-:-:: /'(l(,/ 1 (}11) 1 dt~ 
COillpOIIIOs 11(J t~IIl ~-H··ri<· d(· Fouri<'l' 1 oiJl.t'IJdo Ulll ('OIIjllul.o dt• consl.aut.(~S 
(u,(ll), n,(O)) 
qtH' s;-·1.0 i"l.S r.ondi(Ót·s iuicin.is pi-1l"i"l a ll<nllilLoiiÍand 'H. A solu<,;úo do sÍ:-;l.t·riJa 
(:l.l :i) nos fornece " '"""":;io I.<: III por ai <h· fi 
( ~a.hc aqlli I!Ill pand(~lo cor11 a :'VI<:ci1.1\ica Quil.JJI.ica.1 llit qual Lt'lllo:-; i·l t><jWl(àO 
d<' Srhri>dilll(<'r d<'l"""l<·lll.c do k111po 
. I i 1 I ) 
't. I i} I l/ 1 
pari! unHl. f1Ul<.:~1.o c.k onda, 14') qua.lqtH'I'. 11:xpi1.ndindo 14') t'III L<~rllHJs dil.s 
H.U1 ol"llli<,·Ú<~S d(' IJ, I.<'IIIOS 
l<r>Ul)- L c,(l)J,t>,) . 
" 
q1tt~ sul1.'-ll.it.uída. n;·l t'(jiiH.(Ú.O de Sdln')diuger fot'llt>c<.' p.a.ra (\, 
(~/H = --i /-(n/ lt.Cn 
qtw Sito a.s r~qua.~:oes de um conjuuto de osciladoret-; governando o.. dinfi.mica 
do' codici,nl.es. 
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3.2.1 O oscilador hannônico e outros exemplos 
I;~ nluÍto difícil fa,z<~r-t1e lllll u·>1.11do teórico scn1 110~ (k·hruç.:-trnws sohn~ o 
oscila.dor hannúnico. l·~ste problema.<~' COIIIO t!rn "porto seguro" 011d(·~ nossa 
intldt)t.o, se falhar, ct.~rtarnnntc: pode Her corrigida com alguns cálculo::; ::-;inlples. 
Nosso ohjetivo con1 c8Ut fH"~~~ào (~ COIIHtruir un1 prohlerna d<-~ autova.lorc~ 
para.. o osci\oJ\or clcist·Üco. Partitllos da equa\ã.o ~.k t•voluçàn ten1pora.l (k llillh 
va.ri~vd (li11iunica 
en1 cttH~ fI - L 
:lm 
i.CillOS dd. <•quaçào (:l.l •I) 
f:R2 ---+C 
~~r - II. 111 di, 
t.:J = 1:\f 
i.\ r- u.r 1!_ --· i!f 11/w',, 
. ti'{l/1. ilt• 
(:1.11) 






de oude tiramos À= ±w "" ~ Jirnw;i, ohl.<·11<io as S<>iu~.,-,.,, 
J, (q, )J) 
I- d q, 1' l 




que poden> 'er norn1a.liE.a.ch" "ei(llndo o produto int.erno definido em (:1.2) 
escolheudo /J o= 1/~. r)= 1/(p,q). 
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Oldiv<'lllOS dllh:-i H,ttt.uftllt\_<.l<'s <'s("ollwndu a. fonnn. d<· f rumo li1w~H i'lll (/ 
<' p. Nut.cntus t.a.rttll/~111 a Si'JIHdiJall\'il. ctd.rc f 1 t' u uiWI'<I.dur di• \i'Vd.JILI.JIH'tdo 
a+ e111 IIH~CÚ.Jiicn. <jiiÚ.Ilt,in:L lln1 rr\.ku\u o.n<i\ogo rnostra. (!lll~ a.:-; flltH,'Út•s 
f,- (I'+ Íluwq)" 
l':itto ~-t,ntofurH.:úes con<'sporl(lcnt<~s ao al\l.ovalol' ,\ -:- 110 .. \ co1n '' l'i~~tl qualqtH~r. 
l~:rn princípio 1 pod<~ríat\IOS <~:-icolht"r À cuiiLirllra.JIH'IIti~ sobn~ a. n~ta n~n.l) rnas 
O fato dt· tra.llt·dharJilOH i"\.IWI\(l.H COI\\ ftlll<..'iH'S p<~riÓdicH.S 1 fa.z COI\\ qtH' deva 
1\IOH i'Sco\\~er /! illl<'ii'O. () porq11i• da !J<'I'iodicid;.tdc fica llW.is c\tHO qtldJHJO 
tl'ahnlhalllos co111 v:-triávci:-i dt·· àr1gtdu P a~-~Ü.l. 
A I L1.1niltoniana do oscilculol' l.on1a 1-1 fonn:·t 
li = w.J 
'.\/' ilf 
'/, .:....... ... ... W 
. i iii 
. :i 11 I'"" ,.,fi = o. 
Ch.ril.IIWIIk f ~ c'~ 11 <'• "''"''"'• '""" a coudi\iÍO f(ll 1 ~7r) = f(ll), llllliJ 
VCY: <pJt· os pontos O<'()+ :br silo o nwsll\O 110 t'~SIHu:o di~ fa,st'S 1 for~~a. À - nw. 
l)t•ve ficcu· clal'o 110 cnta.nt.o q11c ist.o 11iHl st'· tr:-t.l.:-t dt• tltlla f{'IW.HIJ.:.:.fi.("Úo do 
op.,ra.dor de Lio11 vi lle. 
Na scçcl.o anL<~I'iOI' 1 oht.iv<~rnos tltliH hast• d<' l'tlll(<)cs pc1ra o pl'ohi<~II\H. llllidi-
J\\(~Jisiontl.l gera.\ que <~ra. <~xatanl<'llt<· a hn.sc~ d<· <'xpa.nsào <'III s<'~ri<~ d(• 11\)urier. 
E r\aru qrw u nwsrno ocorre aq11i 
f.,l :-:- (tllli 
t'Ottl ct difért'~ll(a, q1H' À = nw {-. corJstalll.<~ quando rnuda.mos de~ SIIJWrfkif~ df• 
t'J\('I"gi~·\. 1 poi~ (I. !'n~qi'lt'lll"ia du Oscil<-ulor <'• (i. I)H~Sillrl, Jli-l.l'i-t qualqu<~l' (~1\('l'tl_;ih .. 
Nas variii.vcis coordc~rJ(tda e rrwtneJlto usutlil-1) poden1os coiJsLat(tr lliil('l pro-
priedad" intrr<'B~~.ntc: das ~.ut.ofunçôes do operador de Liouville. 'l'elliOH que 
f,, = N(n)(p + irnwq)'' 
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<'tll qttt· N(u.) /• tllll L-d.or dP JtorJttali:r,a.<~t~.o i' f-'11. ....:;. f,~i Cltt <pw • dcJtot.a 
cnnjqg;-l.~·áo ("OJttpl<·xi'\.. L<~IIthri:\.Jido qll(~ /11.: H .. 2 ~ c1 pod~~tllOS tra.ha\h:-1.[' ('()JJ'J 
a J'(:pr<~s<~ttt.av).o complexa. do p];uto R 2 1 dciinindo a vtl.riAvd 
z = l' + ú """'' . 
AHHillt 1 a.t':l fu11<~·úes f~~. sào a. hcuw da si~rie de Taylor. Â.s ftttt(Ót's f 1! podi~III 
s<~r <~sc.ritas ro1tto 
. N'(n) I ,(z)- ----.. -
• -.·'/1. 
tttnn vcY. qtw -~·'="' t·· pruporcioui:'\.1 ~. t.~nergiit 1 t~ itJwnas a.ltera. o fator de ltOI'IIHt-
li:.-;i-l.c,_:ii.o. Ht·~c.oiiltt:~ccJno~ o t.oJtjlulto {//Lj/-'11.} c.o1no a base das expaltSÓ<~s (:rn 
~-a·~ric dt• I ,t·LIIt'cllt 1 <pw jll:-.~1.;-l,Jitt·~Jttt.~ p;t•ra. toda.~ as fuiH;úe.; ( .''::.:. ... 
Pa.rtt uut potencia.] conlpleta.Itlent<~ g<~ral cn1 unta dlmenscl.o 1 nào podt:mos 
<~xplicltar as freqiú~ncia.s w(J) e o ('slwrf.ro dn opt·'radnt dt~ Lio11vill<~ À.11. -
nw( .1 ). i\ penas sa.h<~mos que <~xis I.<· unta. va.riávt'l de açào .I cnt termos da 
q11i-d // .::..:: //(./) <~ ur11a. va.r-iáv<·.~I t.k iu1t-;ulo a <da. coujug;ula. Pa.rit J.HJt<~IIcia.iH 
1/(q) = h/1", pod<'lllOS obi..l'r l'aciiiiH'III..C H d<"JH'IHJ(,ncia de 1/ Clll rcJa.çiw ii. J 
<.1 t(l.llliH~ill a:-; fr·<.~qiit~JH:ict.~ w(.J)::.:..: (~'/J. CoJtto 
.} = .f p !Üf ' 
1/(p,q) ~ 
i(l<:jf..:.)l/'),•1 .} - '1 J~~~~ (/I - k<t'") "'' . ,(.l 
Fah<~ltdo a lttlldn.n<_·a de vari.ivel q = :d /(j)/A~) 1 1'2 '/I.i oht(~Jttos 
J 
J !.!.±..!. cE ;,! .. , 
l !L 1 
,, '·'(,J)- _·_,_,.-1 }'·"+' 
........ nll · ' · 
//(./)-c I 111 .I ilt I 
3.3 Sistemas com mais de um grau de liber-
dade 
( ~onJo j/1. dissen1os, nosso int<~rcssc prirnordia,\ t'llt t•studa.r o OIH'ra.dor <k 
Liouvi\k~ c.• sna.:-; n.utofutl(.~Ócs foi o de lint:Hrizar· i-ls C<Jili'-l,~'t~H's dt• IL·lltliltol\ d~~ 
lltlt fluxo caótico. E sabido q11r· o ca.o:-.; st~) podt• surgir st~ 1-i.~tt\OS Ullt sisLt~ttli'l 
lliuniltonia.no con1 mais d<~ tllll grau dt"·lih(·rdadc 1 st• itldqH~ttd<~rd.t~ do tt•tttpo. 
Va.rnos tarnlH";tnnos t't~stringir· ao raso cnt <JIW o pott•ttcia\ \/((/) t'Jlt (:ti) littliLa 1 
pnrn. cada. <~ll<~rgia. L' 1 o lllovinwnto 110 t·spa(o dt~ t·otdignr;t~.,·t·)(~S. l~:~clan~cer 
cortto i"t t<~oria dP espitt.:os de llilhert funciona. t~tll sist<~tllhS con1 nutis dt·· tHn 
grau d<~ lilwrda.de i' o ohjetivo d('sta s(~(Jto. O ritt-io bidiiiiCilsioiiitl svr;Í. toJI\il.do 
coJno !.'X(~Jilplo na 1\Iaior pa.rtc da.s <~<[IICI.\'Ó<~s) a l'íin d<~ evitar a prol"nsào d(' 
í IHI in.~s. 
l)ada lllllil. COtidit;:\o i11iria\ (q(()), p(O)) <'III Iiii I sist"lllo o.lltÔIIOIIlO <'III di 
llli~llsÚo dois~ sua. <~vo\1\i~.ú.o sq.!;n11do ns <'<JIH\.f\'Ó<~s de lla.Iniltoii trn.,·a 1111\H t.ra.-
.ic!.4.')rin 110 vspa.(o de fnscs. l~:sta. l.rn.j<'tÓriH 4.'Vid<~llt.(~JIH'IIL<~ co!ls<~rva. H. <'ll<'rgin 
li4.'rttl(lo ()OI'L·u\t.o restrita. h ~IIP('I'I"Í('i(' 
As vil.ri!l.v<'is dillÚlllic;ts c~Ht.áo illlplicit.a.nli~Ill.i~ su.i~~ita.t-~ ctH <~qua<.:<ws di~ lbunil-
l.oll. S<'tl<lo /!1 l.al 'I'"' /11(q(O),p(ll))- (q(i),/>(1)) t.<:mos 
1/,f(q, p) = f(fl,(q, p)) (:!.17) 
e1n que .f é Uilla variável diuâuticLt. 
74 
PorL·wto~ nJWSILI' d(' q1H~ at-~ va.riil.v(•is diniunicas ('Stt~.icun dt'li11ida.s 1'111 t.o-
dus O~ po11t0t-> do (~Sptt(O d<· f~·U"'ii'S, pod(~IJIOS I'CSl.l'illgÍ Ja::-; i\. 1llllél. SIIJH'I"fÍci<~ dt' 
eJH~rg:in. 1 corno fizetlto:=~ 110 cnso unidinH~ut:-~iotHtl) quando ficou claro que o (::-;-
pedro do opera.d<H' <k Liouvilk depende de /; (v,.,je. eq. :l.J:I). lla Jncs"'"· 
forma.,"·' autofunçÕ<Cs do operador de Liouvilk serào IHJ,cada.s pa.m /1' fix<vi<>. 
Priuteiranwnte vamo~ coa::~idera.r o caso inU~grá.vel eu1 que 11 podt.~ H~:~r 
escrita é!.pcna:-..; t~lll tenttoH de duas a(Óe:-..;. O r;-t.so iiJtegrávcl "ressoni'-I..Jtt.~~", t~In 
que t-1.:-; dua.::-; coiJHLi.l.lltcs d(~ movinwnto e111 i11voluçii..o scl.o /1'1 = 11 t-~ 1~2 :..:=: .1 1 (~ 
port.aul.o 11 ~ II(J 1,J2 ,01 ), uiw ilJH'<>scul.aJ'iil. dificnld<ui<"· lst.o 1''"''1"'' for<> 
das ~-H·~)H11'atl"i;.r,e::.;, oiJd(~ OH vd.ores .J\7/'i sào liuea.rnwiJt(~ dep(~nde111.1~s (J {~a 
Jlltd.riY: :-..;iJlip!t'·tic;.t), o raciocínio va.k. A dis<'!lssã.o Ilii.S [';epa.ra.trizcs podt·~ HI:'I" 
!'Pita t~Jil aiJnlogia. aos toros ina.rio11ais. 
T01natnos 11 escrita <-''III t.t~nnos de ./1 (~ .}'!. 
i) 1/ iii 
;u, ao, 
_ _ iJ_II_iJ_f + a11 !!_L_ 1111 iij -'- -i>. r 
no, ;u, iJJ, no" no, ;u, · 




"""' JJ 1 + "' = À. Novam~ent.e ii condiçào de periodicidad" de .f1 <' f, illlplica 
qut• Ú;1 t.~ Út2 f':IÚ.o inta.gi11ários puros; <pw 11 1 - nw 1 t~ VJ. ....:.... ·nt.w'J.. 
EsLitH umdi<;Üef':l tra.~.;e1n urna novidade~ cm rdfl.çAo a.o ceuá.rio uuidiuwusi-
ona.l. Consirkr" .11, F-= fi(J1 ,.J,), n, e 'Til, eHcolhidoH de modo 'l"" 
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t's J ( ·.1 a. ( ~:--; 1 wc i I i c a.do. q Uil.ll do n1u d tllll os d( · toro, v a ri a.n1os .J 1 ( .J,l. v a ri tt J.a.miH,1Jil, 
C\.lllt\,J'rHdo h COtJdi\iÜ) d(~ (~JH'I'p;ia. lixn) <' oi)LCil\Os IH>Vi'IK fn~qiit~uciil.S w 1 C w 2 . 
Pn~c.iscunos (1 tlCOiltra.r '11 ~~ n1 inL<~iros La.is q1H~ 
rvla.s isto llri.O (' pOKKÍVtJ, exceto Clll CaSOS pat.oJogicarnrnte KÍtnpk~~ 1 COIIIO 110 
oscilador ha.rtHÔnico hidiiiJellsionalj <~Ill que w1 (~ w:.l sào independentes d<~ 
.1. Partindo d(~ UI'll toro onde Wtu/w).(! l~ racional, a t"!XÍ:·d.i~tH.-.i.a. do novo pa.r 
'11- 1 ru. i111plica. que w2 jw1., 1 tmnhl~Ill <,' racional 1 tHlla coiHii(,~Ú.o qtw nrl.o pode-
mos sa.tisfa.h(~l' com <-~.p<~JJ(\.~ Ulll pa.rà1uetro pa.ra varia.I' 1 qual s(~j<-t. J 1 . Teruos 
portt~.Jito 
J,,(li 1,0,) = g(./1,.12 )<'xp(iu0 1 + in1.02 ) (:LI !I) 
('lll qtt(~ !) ~~ li! IIi~ fnii\~i~.O ana.lítica. qw' nornia.iiha f (~ 01 J).~ E [0 1 21r]. 1\ :i.td.o 
l'niH,,:.ào f a.cin1a. <~st.á ddlnida apenas sohrP ttill toro. 
l'a.ra, expa.ndír urna variáv('l diniunira. t~IIJ l.t~rrno~ da.~ a.utofun<.J)es qw~ ~w 
restringem a.oR toros, dt~VI~IIlos et-:~t(~!ld(•r esLtl.s últinHl.s sohn~ toda a siqwrfírit.1 
d(· ('!Jt:rgia .. i"it;t,eJliO~ isto introduhindo a chmnrula funçào cara.cu~rística: 
\(.!, -- .!1ol = { 1 () 
<ptc (• evid<•tli.r•mcnte lllllil diot.rilnli\·<io. 
S(' 
./1 = .1," 
Jl f Jll) 
T<'tllos obtido ""' colljn11to de Hlllofnllç<Íes 
(:L:! I) 
dclínidas sobn· toda. a. superfícíc de eiH~rgiai lllH.S est<~ conjunto niu1 c (~1"\ll-
1\H~r;·Í.vd. (:on::->idera.r a.pt.'Ilii.::-> o~ toroH ra .. ciuni.ti~, unde w1Jw2 ...::... pjq, corll p e q 
illl.<'iros sem nllílt.iplos e11l.re si, rS a knl.açào nal.mal. O resllll.ado abaixo iii-
dica. que, na. verdade, nào se trata d" urn~. escolha, m~s de uma con8eqüência 
na.t!Jra.l do formalismo. 
76 
Vamos (l.p;ora IJJostrar que sohrc Jllll toro irra,cio11al toda. autoi'uJJ(.Úü L<·Jn 
a11tovalor ,\ = ()_ 
lh~ i'a.tol HC f estA sohr<~ tUll toro ina.rioJJi.~.ll consl<kremoR o valo!" de f 
11111n pont.o a.rhit.rário 010 ,021, f(On), e cakulcn1os sua evolucau tenq>ontl 
f,.,,.(O(t)) = f(li0 )<'xp(i(nw1 + ntw2)t) 
Sii.hcJJJos que~ O( I) =f. 00 para Lodo I, nutR ['>t-U't-1, 
'" f1111Çàn f volta a. ""I va.lor inicial, isto <\ f(tk) = f(O). ()\,(,,,nos m11 
conjunto d1·~u~o de poutoH 110 toro irracional OtHic a. fuu\~ào f assuine o nH~Sl'llO 
valor. Portantol sendo aua,Jítical .f t.~ coustauLe nesL<~ toro c neet~~:-:;a.ricuuent.e 
seu aut.ovalor se- a,nllifl .. 
Est<~ tipo de atJtofllll\~ào Ili:t.<.la .. itcrel:'lcenLa.l pois para c~xpr(~ssat'fllOk 111Jii"l 
fun\~ào analít.ka. pod1.~lll0~ usi.tr i.Hi autofuuçÚ<'s de' antovalor zero (cousta,JJt.et-J) 
dos toros racionais vi'l..inhos a.oR toro:-:~ ina.cioiJa.is. 
Est.arnos ap;orn, cm rondiçóeH d(~ expn.$SiH qua.lquc~r fun<_:ào anal ít.ie<-t de-
li r lida sobre '""" "uper[ície d" '"'"rgia '"" l.<'rliiOS d;,, \Ja."' (:!.21 )'! Se todit 
expansúo e1n s<~rie tern r.odici(~llf.(1S uuivoutiiJt:~nte detennina.dm.; pda funçào 
a ser r~xpttndidfl,, reHJHJIHII~ :.;e po~lLiva.n1enL(~ a. esta qucstào. 
l)(l.dk\. llill~t fuw-;.ào C'l ~\la. expa.nsiio (~fll ('.rtda. toro l'él,eionoJ f.. C.](l.ra.IIH~Ilt,e 
Ú11ica. A ""sl.riçào rk 1111\R- f11nç:ào a.na.lit.ica a UI!la Hui>vill'i.,dad" da vari.,da.d" 
<k enr~rgia cnn:.~t.(l.llt.e é ti"unh~~Ill ttna.lítica.. Uefinintos portanto 
" 
('Jll qtJ<' ..1 111 r.ohrt~ f.odo:;; os toros t"ct.cioua.il!ll IIi\. nwdida. e1n que n v.::tria. (~ada 
Í.(·J·rrro da, sl~rit·· I·'JII n pod"~ :.;er exprc:-;:-:~ado em Lennos da hw;e de fti!IÇÔ<~R: 
Yn 
g,. L Ckng(.J,.., ./2,) exp(iniJ, + ·irnO,) , (:!.21) 
k 
L: c,, h,,, ( .1,, .1,, o~, o,) (3.2.5) 
k,n 
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As <~xpa.IISO('S d(~ (/.,. s::,o lii!JCas, lllil.s pod(~1nos diY:cr o llli'SIIIO pil.ra. as 
l'uii<_;.Ú<'S cu1nph~LH.s (/"! Ex;-ulliiiii!ldo it COII(Ii(ÚO dt"· roHtinuida.dt~ {k ( ;; v<~lnos 
que 11cl.o podi~ ha.vcr F =f (l, co\ll i" ta,Juh{~nl i:tw.tlítica., tal q1H~ F teuha 
r;.=(/.,. COI110 proj(·~~·ào. Poi[:; [:;C Fé difci'P.IllJ~ de G, entào v é dífi~l'f~Ilte de(/ 
e111 u1n a.IH~rto, (JIH! ~eguraiiJente conti~n1 toros periódicoH, onde s11a projP~:ào 
F,. certarncnü~ dif(~rirá de 0.,.. 
A[')Hilll~ L<~ndo (: <.h:~fi11ida e111 t<~nnos da ha~r: de autofunçües sobre todo::-; 
os tonm ril.r.ionnis, sc11 valor IIUIII toro irracional, i.e. COIII w1/w2 = p <~pER, 
/, obl.ido por colltillllidntk 
G( pontos do l,oro in~H·ional) li11l U(z) . 
:~.ctoro racim1al 
Not<~-sc a difr~retl\'a, eutn~ fi1zer 11\ll limite d(~ func;úeH a.proxirnanf.<):-:: Un t.en 
d<~ndo pa,nt (/ {: di··finidits 110 nH~srno ponto z, orHI<~ quer <'i<~ <'sLeja,, i' o pron~sso 
d(' li111it.i~ qtw aqui Lomarnos. 
No o1so inU~gt·;:í.vel e111 que ocorrt''lll s<')úl.ratriz;i·~s, LoitHunos um proc<.~~:-;o 
d" lilllite "'""'lhantr'. 
Vimos qtlt.~ oH toros rarioJtais 1 OtHI(• (•xi~t(~JII famílias d(~ órbita.~ JH:riódicas, 
sà.o a Inoradia. da:-.. autol'un,·úeH nà.o-consta.11t<"s do npc~rador de Liouville. Vc-
reuws na próxirna srçà.o que a.t-:t t.rajetória.s periódicas tllhllt{•JlJ eHte luga.r JHI-
vilcgia.do nlCHilJO 110 Ci.tso caótico, qua.11do (·las c~tào dcnt-la.I!wnte espalhadas 
na. slqH.•rl'íck~ de energia. 
3.3.1 Não integrabilidade e órbitas periódicas 
Supouha1nos conhc~dda 11111a HOI!Içáo pitra. o prohlerna de autovalot·t·H coin 
a lla.Illiltonialla 11(.11,111 ,J,,O,) náo integr<i.vd: 
df' [ "] . 
,ú = .f, 11 ~ ,),f . 
Esta equaçao cont,;m derivadas pa.rciaiH ern todas as direç.ões da 'uperfície 
de energia constante, em geral, rnas podemos olhá-l<t numa direção específica. 
que é a de uma t.rn.jetúria. passando pelo ponto ( .110 , 010 , J,0 , 0,0 ) = ao. 
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;\ t•qu;.u.;.ú.o de n.utovalor·es (t.(IJJta sup;t•r<~ qn<~ l scr·a st•Jltpre ]Wriúdica 
qu;urdo vist.a. <'Ill futl<)a,n dn f.t~lltpoj ist.o <\ 
f([J,,.l~,o,,o2](t.))- 1([J,,J2,o,,o,](t + ~;l) 
Adi;uil.<', forma.lizamos '"ta proprir·•dadc. 
Definimos o projclor ll que atua """"' as funções do espaço de Hilbert: 
II (ao) (.""(R2N) ___,(,""(R) 
f(J,O)---> .f(J(8),11(.<)) = .'laJ\), 
(:!.26) 
(:l.:n) 
t:~IIl que ,o:; e o pariund,ro da üa.jetóriLt iniciada ern a 0 _ Na verdade li nào 
]HtHsa. da funçào cara.cU~rí:--~tir.a, da. órbita passando pot' a 0 . l11trodu~inws esl.a 
nova. notaçiw para evidenciar o papd da condi,·it.o inicial a0, <i'W ddirw co111 
pldaJ!Iente a t.rajdória ali iniciad<t, para todo krnpo 1.. 
s(~ por ao pa.::>~i.:l.. UTrli.i úrhita pcric)dira dc\ pt·.1ríodo T).j temos qtw ,f/(8{'1;1))-:-:: 
y(-<(0)) = q(O), em qnc deixamos fi""""·'" índice por nào havn poSKihili 
da.dc d<~ confnsào_ Podf11nos Hllpor que a. tra_jetúria. cst.t~ja, parrt,lllt~triz;a .. da. pelo 
tcntpo t.~ da.í c.oncluir que _q deve tr:l' a sq~11inte depend{~ncia cn1 relaçào a 
·' ~ /: 
') 
,__í'fr/,,'-; 
.</H0 (8) = gn<~xpi----rr- <'Olli n f:: Z 
" 
d . 







.-71"11. ( ) 




Até a,qui a 0 é a.rbitrárioj rnas corno À é-, 11111 só para ca.dLt autorunç.Üüj iHto 
acaba pol' fixar a 0 • 
A relação (3.29) entre o e" pedro do operador de Liouvillc e os períodos da" 
órbit"" prova uma afirmativa. ["it.a. cm [26], acerca. da autocorrelação ck uma. 
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varÍ;·Í.V('] di1lf'ttlli<'tl ra.t~ll.Íca. \'(~1110~-i q11(' t.H.1111H''Il1)10 !"ilhO Ca.Út.ÍCU ii.S (l.tJt.uf"1JtltJw:--; 
s~io di.'·d.rihui<.Jws sobre s1ill\'ili"Ít•dad(~S da sup(~dídc· dt' c1wq~Í;·1. ( :a.lndt~.1Hiu 
f sobre 11111 ponto bo onde pa.s~a uma órllif..a. perÍodica. de j'H'ríodo '!/, /- 'I:~~ 
t,(~l"llOS 
em (J1H' tr~, (·~o operador unitário (~Xp -Ct.. Aplicanws a (~quru,:rto aclll\a para 
I ~ 1/,. N<'sl.c caso, o hdo ""11"""" resnll.a oÍillpl<•olll"lll.<' J(b0 ) enquanto o 
lado direito forneu~i l,(~Il<lo crn vista qtt(~ f {~ 11111a autofun~~àn c0111 aut,ov;dor 
I ') . /'f' A - ~lfl/. u.i 
[ ( '2in·u?l,) cxp -.1-.---
" 
,. i><nLtnl,o f(bo) = O para qualqtl<:r b0 !'ora. d<t. Lrajdúria d" pnindo ?;, . 
l'or Olll.t'o la.do, teutaniiOS 111llét aut.ofuiH.,'ito 1111111 ponto cuja úrl,ita {~ JHt,O 
pt~l'it~Hiica, isto {~, dciiSét na stqw,·l"ícit' dt~ t~Jlt~rp;Íi"l., coJl<'.luínios, d(: ma.ncird. 
HeiiwllHtnte h análise do toro irr;tcioual da se(ào anL(:rÍot", (!lH' À _;_ O t'!ohre 
qua.lq11(:r óJ'I,it.a (~rgódic;t. 
t\ CO(~J·tnci;;J Plitn~ ol!l trctta.nwnt.os para o ca.~o in1.q~r;1.vd, eJll qtw as au-
t.of1lll(Ô(·s sáo 11ào Iitda.H t-;obre tllll toro rar'lntHd 1 (~ o caso ca.út.ico, (~lll <pw 
a.s a.ut.ofun<._~iH~S só ncl.o se (LI'llllam sobn:.~ órbita.s de llt<~SillO jWI'Íodo, está 110 
fct.t.o d(~ haver sobre os toros racionais família.:-:> a. 11111 pa.rÚ.nictro d(' (')rhit.a.s dt· 
nH~snw p(~ríodo. A ligaçào m.aiH eleinenta.r port.ant.o oco)')'(1 t 1 Ht.rt.~ a~ úrbitt.ts 
!H~riúdica.s e (~.s a.utofunçóes do op(~ra.dor <h·.~ Liouvill(~. ;\ extenscl.o das a.Id.o-
fuiuJ.H'.H sobre Vi:U"icda.dt~s (k dirnt~tl~ào IIht.ior que tllll, c.on1o os Lo!'os, sh st-~ d~. 
110 raso Ínl.cgrá.w~l, rl1ct.i~ re.~trit.o. 
I\ <~xpa11sit.o cm fH~rie P1Jl t(~J"IIlüt-J das auto!'tm(.'Óes caóticas 0 t't11ica. p;tr.a 
funçéws anal it.ica,, devido 'imple"nentc à continui<h<ie destas. 
A" l'un~i"" caraderÍHticas c os projeton:s aqui introduúdoH ti'"n na. Mccà-
nica. quftnl.ica. os simila.res projetore,. E,crevcr o operador identidade <~.tr<tvé, 
80 
da. w11ra. rk' projctores [:!!l[ 
foi basicamente o que tran,pusemm p<Ua a Mecânica Clássica. l':ntretanto, 
vimos que nossa rcsoluçào da identidade é "esburacada", no sentido de que 
só temos dda garantia Hohre um conjunto d<'nso na superfície de energia. 
bto uáo nos causa problema, pois com isto podemos expandir de maneira 
Única, qua.lquer funçào c.ontínual ~Til particular d.S fllllÇÕeS co:..·, 1 OR dcrnentos 
do espaço de Hilbert. 
3.4 O princípio da uniformidade 
Tendo em vista <pre as autofunçi><" uiw po<km ser rsl.rndidas al,;111 de 
subconjuntos de medid<t nula, na Sllpcr·fície de erwrgia, a defini~áo d,, prodnto 
interno (:!.2) teut de :)0f tllOdific.ada. S<~ nào o fa:Zf~Ino~, a.~ ~.utofunç0c~R tr.rn 
norma 11111a. Por isto, p<tl'a dwga.rrnos à. resolrrçào da identidade, precisa.-
'""' oJribuir um peso ddta i'" Huhva.rieda.d<•o irrva.rianks r:lcmcnlal·e . .f1, com 
r<~~·qwito ao fluxo Hanliltoniano. Estas Hii.o a.t-; úrhit(ts J)f~riódir.as 1 nos ('.asos 
caótico e Illi~to, 011 frtrnílias <k úrhita.t-l periódicas Of) toros raciona.iH - no 
. t ' I caso Hl .egrav<~ . 
O que seria. um projdor H<>lne as órbitas (ou famílias de (nbit..") periódi-
cas ·r E o q 11e pa.Hsa.rnos a ex por. 
A id,;ia básica que utilizamos do t.ra.balho de llcwna.y c Ü?.orio de Alr11eid<~. 
é o seldor de órbitas periódiccts. Sel!do r 0 11111 ponto qualquer do eRpaço <k 
fases e rt- rt{r0 ) o ponto pa.ra o qua.l r0 :-~c move no t.ernpo l, t.ern-:=.·e q11c~ a 
delta de Oimc 
h(ro- r,) , 
--:---------··· ,, __ _ 
3 A snp~rfíc.ie de energiG. !:!cUiprc é mna suhvariedade invariante numa. Hamiltoniana 
inJepcw..1entc do tempo. Nomear por \ntbvaricdadf!s invariante~ maximais' as órhita..'"l 
perióJicatl pode c.onfundir, por isto decidi 4uc o mais correto seria nurucá-las por 
elernentaretl. 
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COI1:·ÜdcnHia. <"Oil10 1'1111\'í~IO de r 1h se tlllldn. St'1llj)l't" tjll(' r 0 nh.o csLí. ll1lllli-l órlliLa 
pt•riódit'i-1. 1 pa.n1. qlli-d(p1t't· I > O. I·~III.!TI.alll.o 1 co11lo Lodos os pontos dP 11111i·~ 
l'llt"stna. órbita. fcrha.di-1 ti'~111 o 1lH'SIIlO p<·1·íodo 1 n. intq~ra.l da. ddti-1. acin1a 11~1.0 
f.(~l'l"l 111)) va.lor finito_ Snlll't" 11tll pcq1Wil0 vo]11tl1<"\ no ('$JHl.~~o de r(l.S(~R contf'tJd() 
o po11t.o r 0 = rt 1 sua. intx~grr1.l f.: da.d<-1. por 
( 
ilr, dd .. -
<Ir, 
qw~ divergt~ porque o posto dii 1IIitLri" (;,!~~~ .. ·-- 1) {~ IIH~Ilor que H\lil. di11H~IIHÚ.o ( 1 i) 
(~1V X. '2N) \lll'H.l COIHliç.~·io i\.HHOÓit.dit i"l.O COI1LÍilllO de pollLOH Hi:l.tiHfi"l.t.;('~!Hlo 
r 0 - rt localnH:nt(~- O n1-llncro <k linhas nulas nt~sLa 1na.Lri" é n1n para. llllHl 
órbita. pc:riódic.a. isolada.<' N para. 111ll t.oro raciona.!. 
Pa.ra elinlinnr esta. divergi'~11cia) divide-se a J'unçil.o dt~lt.a por liiiHt nH'~dia 
110 1.<'1npo (k 111lla. fnn(ào ddt.a. horrrula. t'1ll Lorno do ponto r 0 . Pa.ssan1o:-; 
a <~xplicar co1no se constrói <~sta. ddta. horrit.da e qual o :-;eu va.lor pnrn os 
ca.sos intq;rrl.vel (~ ca.ótic.o. O c.a.so InisLo) q1Iando o sisL<:IlHt L<~lll ainda rcp;1o<:s 
rq~rlla.rcs, fica. fora. da disc1rssào. 
lkliiJa.IIIO' a fun<;à<> <J., r 
I :r 
(b(r- r,))-r = lin1 -----/- h( r- r,)dl 
"1'-·x• :2'1', - T ( :Ull) 
<'ln qu<: r 1. (~o ponto pa.ra. OIHie r 0 (itqui nmsi<.krado como pari1.1lWI.ro) se tllOV<' 
110 t.en1po I.<~ o índin· '{'do lado dir<'iLo tk11ut.a que a nu\lia (-) foi feita 110 
L<'ll1po. Oh:-;<·~rva.ndo it <~q.(:LiO), V(~tnos qtl<·' st~ r <··~t.rí. na vra.ri<~da.de gcra.da pdo 
ll1rxu a. partir de r 0) fat.a.lnwnte s<:rii. igua.l a. r 1 , piHit a.lg:u111 t, c ::;Ú Il<~td.~~ caso a 
intq!/o.l <~lll (:).:lO) nào :-a~ anula. 1:: fAcil ver que n i'lnH.,~t\.o ddinidit itc.inia. t.<.~111 
intq~;ra.l sobre I" igua.l tt uni inv!·~rt.Pudo a.0 i11t.q~raçócs. I\ barra. no sinal de 
iutq!;ra.l <~ para. indicn,r que~ se c~stA oinitindo III H pequeno iuterv~do e111 torno 
de l =O na integraçào. A raúio ""'"" Lt~~to ficará clara. a sq~uir. 
Qnando o sistema está IIUill regime caótico, exccto para. condiçiies iniciais 
num subconjunto de 1nedida. (Lebesguc) nula, a órbita de um ponto é densa 
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na supcrfícic! dt.:~ t'~twrgia .. l~t,o iiuplica. 110 fato de qu~ as ll"lt~dias no teiupo ~ào 
ig1HtiK àt) Iuédia.H de coufigura.ç.ào (110 c~spa(o rk l"a.st·)~) para ~i~teiil<:t[:; ergúdicos. 
Pa.n.t uin sistetna integrável, unl poutu típico e[:;tará nunt toro lrraciona.l, e o 
cobrirá todo, km brando que IIUlll toro irracional as frcqiiências independentes 
sào incomensuráveis, o que leva il, ausrnda do órbitas fechadas. Neste último 
caHo, o ponto r 1 está constra,ngido a se mover numa variedade de dirnenúw 
N. Nestes casos extremos, a fuuçào delta mediada no tempo resulta portanto 
eut 
(.I( r- r 1)h"' 
b(E -1/) 
... ·········----! fJ( 11" 11 )<PN ru si[:;terna caótico e 
iJ(J, /(,)) 
sistema integrável , 
en1 qtw /~' c'~ a energia de~ rni no caso caót.ico 1 t'~ /0 rt:pl'f!fWtli.a a N-11pla dt·! 
w:_·.ó<~s iniciais d<~ roi 110 caso integrávd. 
11 eq.(:l.:ll) "' aplica [Mra todrm os pontos no ''"]>aço de fases, excd,o 
ntllll conj11nto d., """lida nula, que sào os pontos nas órbitas periódicas. 
Evident.etnentco, oH ponto~ ua.t::> úrhiL"ls periódicas volt.aTn a si rnesrnos depoiR ck 
11111 tcrnpo t' e portanto nào serve111 para reali~<tr médias cm lodo i'u!JI!T" (toros 
110 caso i11tegrávd e SIIJWrfície do enorgia 110 caso ca,ótico). l'a,ra formular ullJ 
sentido no qual as relaçóes da eq.(:1.:11) valem ern todo lugar mes1no, sào 
iutruduúdas a.[:; delta.[:; borrada.sl cou1 UIIl p(.triüuetro t. [:;endo HIIH.t Inedid.a. do 
borr;:i..u: 
I T 
(b(r- r 1))T"" l.im.!irn ;·,·;+. 6,(r- r,)dt, 
<-01 •oo 2{ . . J" (a.:tl) 
em que o limite em t é tomado depois do lilllite T ··-• =· O pri11cípio da 
uniformid<t<le, ta.l como enunciado em [il], se Laseia, 11a hipótese de que a. 
ordem dos dois limiks podo sor trocada,. 
O sdetor de órbitas periódicas fica definido como 
8(r0 -·r,) 
(ó(ru- r,))r (3.33) 
O !'alo d(' S<' coloctt.l' ll() dPJIOillill(\!lur n d('lla lHHTada ('Xplin' p()rq1u• /• IH' 
n•ss;irio <'XCIIIii'·S<' l-O do illi.<'rvnlo d,· illl.<'!'/ii\ÚO. O sl'ldor (:J.;J:l) """ IIIHis 
te111 11111a intq~ral divcr~(~Jd,(·~~ porque a, (klta. 110 dt~IIOillinador <~xclui a. poHsi-
hilida.de de tenuoH dois pontos COlll o JIH'HIIIO ]WrÍodo fWIHio contadosl pois 
e::-~ta.riarn r1a. 1n<'s1na Nllj.'H:~rl'ície de energia 011 nn nH .. 'Klllo toro raclonnl 1 OIH.I~~ a 
d<'il.a no de110IIIÍ11ador diverpp e o dllllla,. 
O f<üor 110 <klloinilladoi· coni.<;ITI, coiiiO esi.;Í, "xplícit.o nas relii\i"'" (:1.:11 ), 
l'uii~~Ú(~S delta. l·:la.s :--:ào "ca.ncela.das" ('Oill as q11<~ a.pareceu1 uo nunH~rador 1 
o qlw, na verdade 1 ddinP d. ra..z;ào (:L:n) como 1tlll~- di::d.ribuie,.·.ào cujo cf<~Íto 
sohre as fllll~~Ú~'H, <jll(tlldo integrada1 ~:.. pr-()jd,;·i. laH Tl('\.H órbitas p<~rió·dicas. 
O prÍ1wípio da. Ullifonnidad<~ ]HHh· c-1gora S('r c~llllllCiadu. Tomando o sd(~tor 
fOillO li !I Iii. d(~ll-':'iida.d(• de órbitas JH~I·iódicd.s 110 (~spaso de fa.s<~sl su:-t llH·~dia sohn· 
todos o:-; possíw·iK t!~Inpm; de retorno(·, 11111; 
( 
h(ro- r 1) ) 
(h( r o -- r &r ·r =I (:l.:H) 
/\ i(U~ia. d(~ divi:-;é\.o (' ca.nc.dallH'I'lt.n de d('ltas, IIH~HTIIO que jur-;Lifica,dn dois 
p;n;;.p.;r('l.i'oH a.cin1a.l (,'de difícil col'll]H()(~Jisiio. Procnra.udo evit.i-la 1 a.ca.baJno:--; 
por ('.onst.ruir 11111 <~llllncia.do qllt"' Ílliplica. no princípio <k uniforrnidadr.. Ni1ü 
IIStllllOS a.s dclL-ts borrada.::; f~ it~si111 TJào IJ!t. li1nitns para s<~ cfctltar. O ht11 
da.tJH''Iltkd é que construínws urn sdflor <k (·)rhita.s periúdica . .s para, cnda. SII-
J><'I'ricir· d<· ''"'"'!~;.,, 
Pnra pnst<•rior n>II1parit<.Ji..o 1 roiiV<'IIl tra.11scn'verrnos a. dcfini<.Ji..o da.H in-
l<n.,úla.des da8 árhilas JH'/'Úidica.>. OJJS.,rv;uido 'I"" (:L:rl) pega. órbittK rh' 
IH'.rÍodo I. t~tt'.lll fixar sua er1ergia. 1 pode-s<~ 'nnaginkl.r que fiXi.tndo a energia.(' 
intq~;rando sobre todo o <~S]Hl.(.:o de fa.8e:::;, e::-;tan~uws pega.IHio todas as órbitas 
pc:riódicas par<-t llllla energia fixa. As1=1in1, tt equaç.ào ahaixo 
J b(ro- r,) /J(E- fl(r0 ))d2Nr0 =L l,b(t- 'fj) (h(ro- r,))T i (3.35) 
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ddiu"" at.rilmi intei"ida.des l, hs i>rhitas periódicas de fH>ríodo :lj (ou "'" 
torox racioua.i~, cujaH órbitas ti·n1 período '1~ ). 
As iutcusidadcs 1;, ii-P'""r de diferii·cm de acordo com o regim" do fluxo, 
caótico ou integráw~l, S(HHa.nl ~e1npre 
'i:' I· = ·n' '/' (~ ~Q) ~ J T~oo -~ ' ''""' 
'l)<'l' 
ern q11e }.; = }.;(E) {,a ;Í,rea da snpcrficie de energi<t. Para obt.<>r (:l.3G), ba."t" 
tornar a n1<'dia.no tempo de (:l.:l!i) e usar (:.l.:ll). 
3.5 Obtenção da medida 
Nesta sc~:ii.o, obtemos ti!Ha forma para a Inedida. de Dirac no espaço de 
fases. Ela. atribui urn p<>so delta às órbitas periódicas, rnas nào é llCC<"s.trio 
cont.a.r-se a.s repdiçôes das órbitas, porque o ohjdo corn que ddininHm a 
rn<·.dida, é, o t.ra.ço, a imagem no espaço dn fases, d.,. ca.da úrbita. 
Cou~iderentos pri1neiranwnte UIIl exe111plo ern urna dimen~ào pa.ra. e:::te 
tipo de construção. \r,-,mos obter UIIIa medida corn pesos delta. d<• modo <jl~<' 
a integral da funçào caracterí:)tica. dos racionais no intervalo [0 1 1] r~~kulte eiJJ 
um em ve7. de ?.cro. No ca.so da medida. de Lebesgue, a integral da funçàn 
caractcrístka dos ra.cioua.i:!i ~e anula ... l~~scrcvcinos a funç.ào caractrrística du~ 
.ra.CIOUi:ll~ CUIIlO 
if X C Q, 
cc:lso contrário. 
Prucura.ulo::i tuua ruedida para a qual a cquaçào 
t Xra.cionais dJt = f' d:r lo .lu (:!.:17) 
valha.. Claramente, dp pode ser escrita em termos de funções delta. sobre os 
números racionais multiplicada pela lllcdida. usual d:r: 
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<'lll qtJ(· ,, i11dica. qtw j) <' q :--;;to copriii\OS. Nito podi~IIIOS t.oda.vii-1 atribuir 
i1tlportt\.11Cia. igtlê'd a J.odos OH nt'tll\('rOS l'i-H'.iUili·l.Í~.;, 1\ll\él. \'(~Z q11c isto J'a.rin (:Ln) 
div(~rgír. ll111a. maneira (k ddi11ir dpl~ porl.ct.\ll.o ct. ::;q.~uint(~: 
, I 
kl: -b(:~: pjq)d:r 
J!,l/ q:J 
ip(q)-k"' --- . - h( :1' - !'/'I )d:r L. ,, .• 
'I 
(:l.:P·\) 
en1 qtH· k t:~ Ultla coii~La.nt<~ c r.p f. d. fuu~·.i\.o de 11:tilcr 1 q111.~ o.mta. o núnwro d<~ 
CO]H'irnos de um inteiro dado4 . A del'iniçú.o aci11Ht fa.:r. co111 que a integral t~lll 
(:L:l/) Convirja., de 1110do <jli<' pod<elliOS '"collwr k l"azcndo-<t igual a 11111. i::ntre-
l.anto, rkverncm n'""lt.ar qn" "xisl."m outri1s escolhas pa.ra d1' que prod''"''lll 
l\Illi:l. iut('gral finita da. fuu~~áo caracU~rí:-d.ira. dos ri:l .. cionais. De~ qualqHcr forn1aj 
est.(~ exemplo t~ll~iiii't que a.lgumH. hicra.rquia. pn~cisa :-wr ird.rodu~idit pnra se 
te• r ('0\'1 V(~rg0llC1;-t, 
No espcu.;o di~ fasi~Sj a nwdidct. /· d<:t.t~nllinadn. pelo il11.xo lla.tlliltoniano: 
ca.óJ.ico, IllÍHt.o ou int.q;ráw~l. Nos dois priuwiros casos, ;-t.s úrhit.as periódicas 
t'sl.ào isola.da:-;, t''Hqn;-~.nt.o que 110 t't!Lilllo, t'las ttpa.n•.renl C.lll fa.mílirt.s qtw. fo-
llieírun a. till(>(~rfície de <~11ergia.. 
ltlaxiuw.Is t.i~n1 dinwnsho 11 I ou 
lllet!SÔ(~~). 
Bt·t~ii)J"OUUIH'Ill.<·j a.s v;u·i(~da.dt~K inv.a.rinilt(~S 
~ ( N para. III ri '"'"'\"de ra"' COlll '2N di-
J)t'llUteunm por L: a a.rca da Sllj'wtfícit~ de <'ll<~rgin 
L:( /I) ./h(/';· //)dr/ dfi. 
Alinna.lllO::> que o princípio da unifonnida.(k {~ dccon+ncla dct r·t·da\ÚO 
aha.ixo 1 (kl'iuidora. da. nwdida. dp.: 
J n rlp = L: , (:!.•10) 
""''I"" I cknota. a. fuuçào caradcristica da. lllliáo de órbitas periódicas lllllll<t 
cert" 'uperfícic <k ene•·gia .. l'a.r<t provar "sta afi•·ma.çào, nó, v<tmo' dedu"ir 
86 
ll0\'i-J,t1\('ttte i:\.S rúl'!tllllas d(· kOtlli"\. pi:tril. HS ini,CII~-;idad!~::-i ditS Órbitas peTiÚdic.a.s 
( vcjd. '"i'· ( 17) e (I X) d<· ['i]) uHa.udo o tnodo ''"'"" da.s prolikran1 para !""·iodos 
grand<"- 1\diauta.!ltos qnc p<'rsistirá, "l"'"ar da rda.~.ào (:1.110), t!lna. rerl.it 
liiH•rdade na dr.finiçá.o da. medida dJI., tn<·'SIIIO que o P"'o de cada órbita 
Pf.~riúdica. (ou toro ri1,ciow·d) seja niio-nrrlo. B.!:~leve-sc.: o tJf,!O da, palavra. <k-
fiuic.;.à.o neste rtlOilH~ut.o; d(·~ se tonHt.rrí, llHt.iH prúprio no capítulo 4. 
3.5.1 O caso integrável 
No""·"' inl.egni.vel, temos fatnílias de órbitas periódicas ,obre a. snp"rficie 
de e.uergia. i\ ordctn que IJUIIH~nunos as (UttofuuçÜel:i deve sc~r aconlpaulra.dct 
pela. ntJI1)(~l'i:\.~~d.o dos toros 1 ou sr~ja, Freqiii~ucin.t-) d(~cref!ccnt.e::;. A pos::;ibilidach: 
de dc~gCIH\re:)c~~llcict iufinit.a nà.o coaduna .. co111 este onkna.meuto. Mas esü~ 
tipo de degeueresrhucia ocorre t:~e, e :::;onH~nte S<\ (~xiste llli1 iutervalo ahc:rto 
(tta.:-; aç.ô<~s) com toros a~~iru, o que finalnwttt(~ !:iiguificct qtw o sislJ~ma (,\ ·· 
de11l.ro dr'"l.c a.l.wrl.o ·- urn oscilador harmôllico bidimensional. Fst.~ .. ,xce(Jto 
náo t-J(~rA tratada aqui, poil!l liclarnos cmn ela d(l urna. uJa.Ileira rna.is L:icil 1 <k:-;df1 
a. dd.~nn 't na.c;.áo d i.tK autofunçÓef\ ( confrnn tP. cor 11 o exern pio 11 n id i rru~nsiond.l do 
oscila.dor ha.nnúnico). 
P("l,Pt ~decionar nrna farnília (.]P órbita .. H intrudu;~,irnos as hlll\~Óf-.~H ddL1 da.:-; 
rr(~q iii~r1cias 
E11t.áo temos di'· da.do por 
Oi.>kl!tos os pesos dos toros a.trav{" da. equa~ilo (:1.-10): 
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I (
' ' ) 1-1 ' ' ' 2 li' 11 l1111 '\' i\ Ir.- drl. --------
, L...t n 11 •1 I , l ~ ..... . ,, ... ,. (' " 
11 < .. 
eiJI qtw a nota.c;.·.ilo dd .. ,1 significa <pH~ o dctcrmin<-~.IJt~"~ ~~~ c;tlcul;u.lo :-;obre· o J,oro 
d<~ n1'nnc:ro n. 
NcBtc ponto, faze1110~ tuna et:-Jcolha. de Au <.pH~ r<~Htdta. na rq~ra de ~urn:-1 
pnra ns inL<~Ilsidnd<~s das órbitas pr~ri,~H\ira:-;. Estct 1.~:-->colha. <.'~ t.;Up;<~ridd p('los 
l'l'olllt;tdos de I bJ.IlliiL,\' ,. (};.orio d<· i\lnwida ( V<'.ia a.pf>11dice I de [5[ ). \)('\'<' lirar 
cla.ro 1 no <·ttthnto, que n<:i.o ~~~ta .. Iuo:-; at-~stllllilldo o princípio da unifornlida.d<' 
para ded11zi-lo de 11ovo, porq11e nosso ponto de partida •' a ('lflliiÇÚo (:l.-10). 
J•:sc I'<~V<~IllOS 
A, }.; rl'/',,r-,1 
1\'iut.('f') <lfj1 n. 
<'til que 
o ~~~g11intc 
\' ( /'/' ) ('1 )' ~......~ · ·-.. < · n ..... 7r T~··:·:• \' 
'f -2.; , rW '!" [1 ·L ( U' 11) [ ~ ~ ' 1,.-:._ 1 n (C .,,_ :!,/'1 
cpw (~a rq~ra de ::.:onu:1. clássica. <kdtr:;,id.:l . .:t pru·tir do print"Ípio da. 11nil'on11id;-uk. 
Obten1o' o lin1il." a.'"intól.ico "'' [,·;,,('/') '"illl<lo que a de11'idade ""órbita" 
cn~sce corn 'f''i. 1 o q11adrado do período~ para período g;ra1Hk (veja a.p(:.ndíce 
ll ). l'orl.a.IJI.o 
( '!') !'!' '1' 2 ' ' I . I '1 . 'I' '/' '/' !"/' ('' e111 que {J ( :=::: e ü IllllliCI"O (e 01" H .a.t'\ peno< ICd~ f:'llt.rt.~ e. +(.. , rOiliO 
;ff e \delT\ > O t::>ào [uuçóet::> suavet::> ua t::>uperfície de euergia, sua ra;~,ào pode 
ser tiraria. fora. rio sinal de intcgraçiw, pelo l.corerna rio valor int.crrncdi;í.rio 
para. inl.cgra.is, resultando crn uma. consta.nl.c mult.iplica.t.iva .. Substituindo 
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na cxpre:=;sào fi8HÍntótica de /\"; 111.('/') i.t dcw~id.a.de de órbil.cts p('f), tcnlo~ que 
I\";.,,( 'L')~'/'. 
Eu1 resurno, esta foi lllna deduçào alternativa. do regiu1e assint.ótico da, 
sonM das inteusidades das órbitas periódicas no caso integrável (cf. "'1·(18) 
d" [5]) a partir da eq.(3.40) e da proliferação de órbitas periódicas. 
Podemos agora escrever a ddiniçito da. medida. para o caso integ•·;i.vol 
(:!.44) 
(:!.45) 
A exprc:Rsáo acin1a p;.-,,ra. d/L'J' c.ontérn urna. razào dP. divergênr.ialj, portanto 
devemos tomar cuidado para tomar o limite '/' ---> oo: simultaiwarncnt." em 
/\.int(T) e no resto da. expfer=;sào. Este ponto fí(.~rá discutido novcuncut.e 110 Hrn 
dcKt<t seçào. 
3.5.2 O caso caótico 
No caso caót.icoi as órbitas periódicas aptuecenl i::.;olLula~ na ~u~wrfíc.ie 
de energia. Podemos enumerar os períodos das órbitas. Sej<t f'., o do111Ínio 
(aberto) 110 esp~.ço de fases contendo a.peuas uma. órbita l""·iódica de p<•ríodo 
T". Â uuiito destes abertos é uma cobertura aborta. do cspa.~:o de fase,. 
Note que apcnH.S as órbitas periódicas primitivas en\.ram nas defiuiçúes d<'Btr." 
conjuutos, pois temos quo cousiderar a.peuas a loca.li~açào rida." 110 espaço de 
fa:-..e~. l-\tra ca.da rn, t.en1olj urna quAdrupla de coordenadas ca.nonicanwute 
coujugad"s: Il, '/', ,.q, nl'· Doravante, ornitirNnos o índice n de ,.q <' ,p. O 
primeiro par canónico é formado por li, a. fuuçito de Ha.miltoniana, e T, o 
tempo ao longo das órbitas. Os pares ca.uônicos, q, p, sii.o as coordenadas 
rcstautes, tais que (q- q,) e (p- p,) medem o desvio de um ponto no "spa.ço 
de fases da. órbita r,= (H,,T,,q,,p,) = (F,t,q,,p,). 
8!J 
Pttl'tl p(~Hca.r a. t')I'IJit.a de ]WI'Íodo '/',, 110 doltlÍnio 1''11. 1 pn·c1sa1no:i d<· tHtla 
ftlll<.,"(·~o delta tridÍill<'Usiultal 
6(//- Jl,)h(q-•It)á(p ,,,) 
A.~ dnns l'llti1ll<U~ ddta.s sdrriona.lll a rarnílir~. loca.! de órhiL.-t~ periódinls 110 
<'spa.<_:o de fa.~<.~t'l~ col'll a t>1H~I)~ia. con1o parànwtro. (~orno j;i. dito 1 l'n cnnt.{111l 
apenkt.s uma. órbita. ro111 período '/~tl que (~ a.quda. ~(d(~ciona.da pnr !i11t pda. 
prill]('Úa funt;.iio dd La. 
Portanto, podcrno:; escrever dJt con1o 
Os 1"'""8 A,. úo """"""''lit<• obtidos a. pa.rtir da eq.(:l_,IO); 
i; L A, l b( 11- E)b(q q,)b(JI- p,) '"' d'/' "''di' 
n ./1·" 
L 11,,'1', ld<>t,(M -- TJI I 
" 
Clll qw~ M ó o. IIIil.Lriz nHHl(Hirornia rc·duzida.~ s<~lll o hloc<) 2 x 2 (cujos a.11t.o 
va.lore.s sào I) <' T ô (\. lllid.riz ldt:nt.id;ul<~ .. 
Seguindo a. Illt~srna linha. da discw.;srl.o pa.rct. o utso integr~.vel~ An l~ <~s­
colhido dP r11odo que S<' ohü)rlhit a regrn d<~ ~ornit (Ht.ra as intf~nsidad<~s das 
órhitct.H periódicas no ou·•o citÓtic.o: 
'I~~. 
,, .~ ... ('I'J "' L I 
/',("/'I ild.,(M- I) 
t\ ~ill1ilarrnentci o ro!llporta.rnent.o assi111.ótico de 1\',.:h/;\(T) ,..._, T re:-mlta na 
rq>;ra rk sorna clásHica obtida a partir do princípio da uni[orrnidadc: 
~L"". " \' ( T ) T 1',<1' I det,(M- I) I 
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Pa.rt-:~. u ctt.so caótico, i:\. d(~IllOJistra\iÚ) de qiH1 /\.t:~ 1 a(T) ,........ '/'pude ser cnco11tra.da 
em [:~U], agora ha!!lea.da, na. prolil'e.raç.à.o (~Xpone.uria.l da.H úrbiLa.s p(~.riódica.s. 
Aqui estamo" enfat.i~ando que esta. proliferaçào, ali<t<l<t il. cquaçao (:1.·10), i111 
plica na. regra d(~ SO!Ua para O ca~o cn.Ótic.o. 
Portanto, pma um fluxo caótico, di' se <>screve como 
dp. lim djl 1· T -+IX! 




(;orno na. cq.(:3.45), tcinOR na nwdida do ca.8o ca.ót.ico tuna ra.7,;1,.o de di-
vergônciaR, que te1n q1H~ ~er cornpnta.da a..utes do liiilite T---+ ()() ijer ton1ado. 
(;orno as órbitas p(•r-iódicas aparecem iHolada.rneute na snpnrfície de CIH~r­
gia também do r,aso misto, uma. breve digr<'O'áo H<>l.ne est<• {, pos"ível a<pli. 
l•:m gera.!, as bifuJ-ca,çóes "' diw quando os ;wt.ovalon" de M t<>m !I!Ódulo I, 
que ""'"a dd(M- I) = O. A tr;wsiç;io da int<.>grahilida.<k par<t "ergodici-
dadc '" ca.r<tderiY.a precisamente pdas diversas bifurcações nas famílias de 
órbitas estáveis. De fa.t.o, a hipótese de que 1',. co11tenha ilf><:uas Ulllil. <Írhit.a 
periódica de período'/~~ não é ~etnprc válida 110 caso mi~to, porqtw na f~llergitt 
f~nl que e:...; ta hifnrca.~~à.o ocotT(~ (esta.IJJO.s pensando na. eHergia corno pitrÚ.md.ro 
de caotidda,de), todo aberto conV"n as duas fa111Íiias <k órbitas dali advil!(las. 
Abordamos este flOI!to IIOVn.Jllente 110 pr<Íximo C<tpÍtulo, rnas Ulllit resrJOsta 
definitiva, a. respeito do pew corrdo <Cill tomo de mna bifurca.~·ào pcrrna.n<.>n> 
desco11hecida_ Um C<ti!Jinho que ta.lve~ resolva, isto pode "'"' i\.h,;tra.ído do 
problema tratado e111 [:li]. 
3.5.3 Discussão 
P<tra definir uma medida sõ.tisfazendo (:3/10), temos urna certa liberdade 
para escolher os pesos de cada órbita. periódica. A escolha particular que 
fizemos implicou, usa11do também a, maneira como as órbitas periódicas pro-
liferam com períodos cwsccntes, no princípio da uniformidade. Desta forrna., 
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pod<'IIIOS cnctl.l'ar <'sLt olli.<'II(ÚO da. lll<~dida d(· Dirac co1110 Hlllé\. d<·d!H;<.\.0 <·d 
l.crnaJiva. da. Hllil'ol'lnida.d<\ 111as ('Vid<'llt<~ll\<~111·<' nil.o pod<~I'ÍiUIIOS t.cr l'<'it.o <'sta 
<.kdnçào ~em o pd·vio rolllll,cilllellto do pri11cipio. 
A interptTtiv;ào da relaçào (:!.40) é cpw dt" "Nve piu·a nwdir ár<..'<IS (de 
suhvarieda<ks <k ditll"liÚo 2N -- I) no ''"1'"\'0 de fa.ses iüravé>S das órbitas 
periódicaR 1 que, pa.rn. ~istenHa.R cot11 IIIais de \IIII gri:"l.11 de lilH~rdad<\ t.t'JII di 
nH~IH;At) no Tllá.xinto igua.l a. N (t(.H0::-1 ra.c.iot1ab). 
U~na outr<t interprdaçào da 111edida dtt ,; possívd. Na cq.(:L:lf!), 
I h(ro- r..) ... . //( )) 12N "' '/') -( -.( ·····-·-))-h ( /•, - r 0 < ro ~ L_ l,h(l- <. , . b rn- r1 T 
<. 
tx~IJIOK que, do Indo <~s<pwrdo 1 o prinwiro tcr1no do il1l.<·~gra11do sclccioni-1.. t'n·hitas 
jWriúdicas s<~l'll !ixar a. e11ergia) o <pw {; f<.~itt> pda fun(ii.O <klt.a, n~sl.a1ll.<~. 
Qua.ndo LontaJllOk (!., ud~di.r.t no ten1po 1 o la.do <··~<pH~rdo soma a.s cont.ril.Hiii..Jws 
df• t.oda.~ a~ órbitas p<"·riódica.t"> th·~ liTna n~rt.a stqwrl"íri<· d(' e!l(~rp;ia. 1 pr<·risd 
1111.'11te o que faz dfl.. 
E .r.:u-5:-;irn scgl\(~ a r<- 1gra <.k l'!IOIIH\.) 
~: ·- / ,~,,_ l '{' h~~- 27' lr L l,h(/- 'l',)dl 
I 
"' I· ,_" ·>'!''' L J -----+ ..., .:....J 
T 1<T 
(;L .'>i ) 
lf111a. propri('dad<~ <jll<' sf· lll<:tnt/'lliiWHLc <~llllll<'Ía.dn do princípio da unil"or-
111idnd(' t~ a razào de div<·~rgt~ncias: <~srH.p<llno.o..; do quociente d(~ d<'IUtS 1 lllai"l 
caÍn1os 1111111 quocÍ< 1 Jit<~ d(~ s<'~ries div(~rg~nh~s. No prúxiiiiO ca.pít.11lo 1 VCI'< 11llOH 
coiJIU isto é 11a. vcrdad<' 1\ecc:s~ário. Ah~111 disto) o formil..IÍKmo que apn~scn­
la.Tnol":: fornece as regra.s de HOIIJC:t. en1 lerrnos a.p<~IHlk df'l,s órbita.::~ periódicas 
primitivas, porque ltsanws a.penas os seus Lra.ço' gnomét.ricos, que podem "'-1' 
parametrizados cmuo as órbitas periódicas primitivas. 
A idéia de guc a. rq;ra de sowa (:Ui i) é, assintótica, independente <k um 
conjunto finito de órbitas periódicas emtas, nào contradiz a definiçào de dp. 
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I)(' fato) po<kr ía.n \OH d<~i xrtr font dd. soma. q w· d<~lhw dfl 1 P<J IIi\.(.: no ( :~. ij!)) ou 
(:L.-IU) coufornw o <"kt:-:>o, 11111 rll,lllH.)J·o finlt.o de órhiLlH p<~ri.~>dica::-; (ou toro:-:> 
ra.clona.is) e cuutinuaríatHOH tendo 11111 :=;uhum_junto (km;o da Sltpc~rfír.i<~ dc. 
euergia. A deusidark ci<."te "'!>conjunto é o que c.outa. 
Entretanto, pa..ra propótútos práticos, IIUIIH~ricos 1 t<:~ll.los de uHtU' 11111a apro-
xima.çào dtt.-r para a nwdida. que leva. <'ITI couta nrn R~tbconjunto denw. Isto 
j>OdNia ""' formali~ado notando que a "I!Wrfíci" rk energia i: cotnpacta. 
Assirn 1 da cobertura aberta. cornos a,bert.os 1'n 1 podeuws <~xt·.ra.ir un1a s11hc.o 
bertura finita. Sujeita a. e~l.a colwrtnra linib., pode-se defiuir unta. parti~:ào 
da unidade [:~2r~ 1 ou st~ja., u1n conjuuto de fun<Ja~H f.~~. satisfa.ZPIHio: 
</J,(.r) -'-- Ç,(:r)xr .. 
L <;l>,(:r) qualquer que S<:Jil. :r 
'" 
(~lll <jll(~ xr71 ó a fun~~ào r.a.ra,ct<~I'Ística. de 1'1!.' i\ lll<~dida dJl"f' teria SC\IH p<'SOS An 
tllllltiplicados pela funçào <Pn correspondcuk. Sa.lta aos olhos a sen1dhança 
desta ickia. cotn <tquda de borra.r ddtas (as dr:ltn.s rontittuanlllilllwdida. rlwr) 
<~rn torno dn.s órhit.n.8 periódicas (lt~ia. llit t-ic<.;.ii..o ant.(~riorL IIHts aqui ('~staría.rnos 
horra.ndo e.rn tor11o d~~ urn núnw.ro f111ito ddas. 
Por outro la.do, o raciocínio des<~nvolvido no parágrafo a.tlterior leva a lltna. 
apareute contradiçào cotu o c.a.rá.t.cr a:-:>HiiiLÓt.ico da n.•.gnt. de soma: :--1.s órbitas 
periódicas longas t:irl.o n~sponRáv~i~ pelo comport.a.utento g<~ra'~rico da. HOilla. <k 
intcnsid<t<les, mas dwr leva "m conta apenas 111n nl'ttnPI'<> finito de. <'>rhil.a.,. 
'l't:oric.t-unente, compree1rdernos esta ~itutu,;.ú.o inlaginat!(lo <Jll(~ as órl>ita~ 
ct!l'1.(t.~ criarn vint:n.c; na. ::;uperfíci(~ de r:nergia .. Em torno de ~ew.; tra(ns, <'>rbita.s 
1nais longa.~, e corn período~ tào grand(~~ quanto s<~ (JIH 1iri:t., se é.tCilll11liB.nr. 
Assirn 1 se t~e quer contar a contribuiçào di.t infinitude (órbitits p<~riódicas 
COIII períodos ma.ior que um corto '/') pode-se negligenciar alg;unJa' órbitas 
periódicas curtas. MaH e1n torno de cada uma. daquelaH que foram neglig"nci-
a.da.s, sempre ha.vcrá uma que t"m período menor (naquela rc:giào), que 'erá 
-------
51 Unidc~de 1 no <:a~o qu~~r diz1~r o todo, flUC é a superficí~ d~ ~ncrgia 
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a.pt~sar de nà,n-g;Ptt/•ricas; a~ úd1iti"\.S ]WriódkaH tnais curLts JHHh~nl totllitr o 
luga.r do conjunto df.~nHO de órllit.a.s ]Wriódica.s llit sllp<~r·l'íci(·~ d(~ <~rwr·gia. 
Esi.", amilise ;, i>i\sta,llte coniH•cida. 110 co11tnxto da fórn11i\a. do Lrn(o de 
S<,lberg, chamada. boo/,,tm.ppiny [:!:!]. Aqui t<'n"" mn clnnwliLo quantitativo 
pi.U'H .aplicá-li.1., qw.d s~jfl, 1 q11anto rnenor o diiunetro d da:=.; vi~.;inhnnça.s 1\1 de 
l.llltit coh<~rf.lll'(l., aberta linit.a.l rnai~=> pn~ciHéUllOS dt~ órbitaH periódica~!~. 
3.6 O produto interno - aplicações 
Nesta. ~t~~~·áo, t~tüuda.rnos as cont-:~eqii(~ncia.s da ddirric.Ji..o do prod11to interno 
has<~a.do na, ttwdidn obtida para. o caso caóLico, PrinH'ira.nwtd.t' nonnali:~.a.­
ttlOs as atJtnflltt~~úes para (kpoit-> dedu~irttlOs 1-1. knttlltla <le a.rrtocorrdiv.:i.i.O <lns 
w1rirl.w.~is dinil.tnic.as t'tn tt~r!lto::-; de seus valon~s sohrc as órl1it.a.s rwriúdica.s_ 
!i:scrcw·mos dtt· cotno se /\-d 1ü(T) conv<~rgisfH\ isto /\os lirniU·s litttF-.~.· dJI·'l' 
ficn1n inq>lícitoH. 
llada a ""'dida, dfi., ddiuin10s o produto ÍIII<'I'IIO pch l"<'la<;úo 
(.'(((H"N) X ('(,''(R'N) ___,C 
(/,,J,) • (f,,f,) = jf,(<{,j))f,(i{,jl)d,,, 
<~til qrw a bi.1.ITi'l. sobre l'2 d<"~nota. a conjugn(ào rntllpii~Xit. i\s alttoflll'l\·.út•s ::-;ào 
dadas por 
. . ' ('27rill'/') -
.!,,(I) C-'C N, "XP . 'li \i(IJJÍ) 
('~rtl que \i t~ a fltii\;~Ü.o c.Hra.cf.erístici.1. dtt i-f~sirua órhitc:1 JWriódica <~ Ni t-:. lttllii. 
consLi,l'ttf.~ (k norn1a.liza.(ii.o. Encontrarnos o fa.t.or de ltorrna.liza.ç.ào a partir da 
st-.~p;uitlt<~ <~qlta<;~t-l.o: 
11/,dll = (f,.;, f,,) - I . 
RestringiutoH nossa atenção ao caso caótico, Uti:l[:; evidcntcnwnte as au-
tofuuçiies iut.,grávcis podem ser t.J·at.adas de maneira anâ.loga.. N, é dado 
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por 
N =('''''"I d<~~i_M,- I) I) 'i' . 
' '/' \' ,. ' 
Note-se q11<~ N {"~ o Illt~r:nno para todaH n.s (t,nt.ofuiJ\'Ües ba.s<~adrt:.J na Illf.'Killa 
órhita. EHtrita.uH~!lte falando, a COiu:>ta.ut.e N div<~rge, 1nas eKtG diverg(~llc.ia <~ 
cont.ornada 1 pois as lllkt.llÍpuli.:l .. çúes con1 H.S a1d.ofunçúe~ -- expa11sÔes 1 ccUculo 
das nonna e dist.iwcias d"vem ser feit,,., wm a nwdida di' que a. Cilllrda. 
(v<>ja abaixo). l'ode111os l.aJnhfrnlidar UJIII '"t.a div,rgC,ncia. usando 11111 /,·,."" 
J,,.,.,,.do '"" 11rn nÜnl<'ro finito de órbitas. 
l'ndt,'ll!o' fillalmcnt.c '"'T"v<:r a ilulofun~ào geral do "l''"·ador de Liouville 
(lh llaJllilt.oiJia.JJa caótica: 
.. _·, _ ( ,,."""1 dct(M, -1)1) 112 •. ('21rinT) Jn,(/)- '/'\' !XiJ -,1 .. -,_ .,.::...J 1 
S(·~ja (\.gora .. g(i}} JTJ unJa. variável diniunica .. Podeuws estudar sua corn:dcuJi.o 
<~nl Ü'l'lll08 d(.t~ i.tutofull(.'.Ôes do op~rí-l,dor d1~ Liouvill<~. EscrevruJlos a (~xpa.11sflo 
de q cm t.crmoo da.s aut.ofunçôes: 
y( </Jí) = 'L.r ',;J,, (:Ui 1 ) 
(·~Ill que 08 coeficie11tes Cni sào dado~ por 
C,; = j y( 'tJi) f.,, dft . 
PriiiH:~ira . .JIJCIILl\ notmnos cpw o t<~rmo f 11 i d1l. co11t<.~In uin produto d<~ dis-
t.ribui~;i"" do tipo \ ~' rpw é: bem ddinido porque \ {, finita. Obl."mos pa.ra 
.,st_,. p rnd ulo 
( './'\' )'/2 I '! ·. '/') j~ ' ~~lfl. ._ -jdet.(M, l)j ,-,-r:xp(--- ,, x J\dL<~ /l /, 
h( I/- F)b(,,- <ttl b(p--p,) dq dp d/1 d'J' 
EHcrev<"Jdo [/;('!') = g(r/('/'),j!('l')), o valor da. vari<Ívd que dinilmica ao~unw 
ua 'l é~iiil(.t órbita 1 oht<~Tnos 
( 
TY' )1/2 (}1~i = I 1 L! ) I 
Kcha del(M, --I (3.55) 
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pode "~r calculada cm l<:nnos do" va.lun" de g apenas sohr<.' ~·" órbitas 
periódicaN, corn a mcdidi\, d1t. O ponto crucia.l aqui 0 que, dependendo de a 
fuu\ÚO .'f ser vista, CO\l\0 ii funçàu ddinicJa Clll todo lugar no espaÇO de fa,('' 
011 s11a projo.,~·ii.o "obre ii ha.se ck autol'm1ç("" do opnrador d<·' Liuuville, tc-
mo~ dt'~ t~~c.rever o produto interno <~ln (:t5fi) corn a rnndidti. ("l.d~-~qna.da,, PoiH 1 
cL-1.1':-Lill<)td,<•, s(~ t:~volnirn1ot-:~ unw variávd dinil.1nica g, C(J(f) p<Hk~ st.~r obtida. a 
l)(u·tir da Inl~dia Jnirrocant'Jni<."'a 
<~ <~sta. ckvc ter o tllet:iJIIO vi·tlor se projcl.iunos ,q sohr<~ a llllta.o <h~ úrhita.H 
IH~riúclic;:I..H. Qua.ndo faz<'IIIOS isto, prt·~cisttmos c·rdcu\n.r 
~ / g(if,jl) rM(t),JI(t))dt'. 
( :omo fi~(~ll'lO:-i l)o t•:-il.lHIO do caso llllidinH~IISiona\, l'<~<kfinimos os codiri-




\~ L: L: c ... , ( o w:,) l ) (J,." fn., ) 
Hllj J!,i 
e111 que (}.,1i c a n.-<~sirun. conlJHHICilte de Fouri<~r de 9 ao l(mgo da órbita. i: 
(;'l).·i .:.=..: (:1..58) 
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Na V(~rdade, a. a.utor.OJT('Ia.(Ú.O CL57) t~ 1'(~;-d porque c_lf(l.) = c.IJ( -1), pit!"i-\. 
si:·d.~~llta.~ co1n Hintetria. por rcw:r~A.o teiiiporal. Est.e r<~stdtado ptH.Ie [:;er a.pli-
cado ou, melhor dizendo, testado nurna Ha.miltoniana cujas órbitas periódicas 
sào Collhecidas_ Podemos esperar que a sl~rie para C_q convirja rapida.rnr~nte, 
porque as instabilidades no denominador de (:L.57) crescem rápido. Podernos 
tarnbén1 expressar a. tra.n[:Jorrnada de ~'ourif~l' de C_q eru terrnos dos va.lnrt)s 
sobre as <ÍrbitaB, obt.rndo a densidade espect.ral 
dada por 
S,,(w) = 1\lc {'"" ,-'"''C,,(l) rlt 
./o 
., '\' !G,,,I 2 'li . 2rrn s,(w) =h L.-.--- .. . , ______ b(w- --;' ) 
ni fl,h,.!det(M;·····l)l f; 
Esta fónnu]a., por [:;tHt vez, já aparcc:r.n no Ut.pÍtii]O 2 e e111 [26], no estudo d() 
('aos coruo Iuecani['nno (.k dissipação. 
3.6.1 Acerca dos pesos das órbitas periódicas 
Para definir a ntedida dp. tanto no ca.~o caótico con1u no integrável, urna 
.-,sçolha. dos pesos das órbita' periúdicas foi ncc.-,ssário. l,;xist.em outras ""co-
lhas que re,ult.am crn (:lAO), por exemplo dividindo An por 1;; para fa~cr /lc~"' 
(.h.h 11.) convergirem. Esta i~ nrna.liberdade inconveuieute, pois podcríarnos dc-
du~ir unw regra. de soma clá."ica pam cada. escolha. Ncsi.B. scçào, cxa.minatno' 
corno .-,st.i\. escolha. pode ser restrita. 
Se definimos novos rwsos 11;, 
as (:xpa..nR00:=, da.s fuuç.óe~, (:3.54), não se nwdiflcarr1, porque Ofl O:i sn (.él.n-
cd~m com a respectiva. constante de normalização N[. Portanto, aquelas 
expansões tipo série ck Fourier são invariantes. Por outro lado, a fórmula. 
para. a autocorrdaçào de uma. variável dinâmica, (:1.57), se altera corn esta 
mu d a.n ça.. 
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(:Uill) 
--:: L nili -·· 
'I, <'I' I <1<-i.(M,- I) I 
(evidcntcl!WIJtc~ IJÚ . .o <'Hta.JJ\OS ('.Oilsidc~ra.ndo todos os tti':::; igu.::ti.')). 
(JJII cutil'ício hasLa.nl.<' JJStH[o <"lll lllt'~ctl.llica. sc~InidiÍ.sHica (llét fúnn~tla do 
l.raço d" C:11i.zwilkr [;H]) pr><l" "". <lplicado l.mnb('n' aqui !"•·•·a f>J,z<'l. /,·,-J., 
< onv<·rgn·, la/',('1\do o 1 ..::. c --d'!. Nest<~ Cd.so) Lmnnr o li miL<~ c ----4- O depois d1.~ 
usa.r ct Ht~ri<~ (;Ll7) {· t.an1h~m lllllH. a.proxÍI!Ji·J\~.U a uum de consid<~I'H.l'IIIOS tllll 
n{nnero linito dt".~ úrhiLtK. Na prci.tica., ap<'l\él.S 11111 lll'Jnwro linito dP órbita:-;<·~ 
nmsiderndo para cAlculo dos n ívc·)is de~ c~Jit'rgia. de 11111 si:-;Lenw. caút.ico. 
1;: fácil vr.r· qw.~ (oi), Ull\(1.. ::;c~qiit~ncia. de• núnwros reais posit.ivo~, 1.c~lll cqw 
llitt-1 tri.~t-:~ Cülllporlanwntos reJc~vantenwnte distintos qua.IJdo ·i ---+ CX). S(~ (~1<1 
e lirnitada. 1 <~ sttfici(•ntt"~ collt·dd(~ntr os c.:t::;os ein <pw <'O!lverpp para. O oti pa.ra. 
I. Nestes C.êl.SOH1 V(\)llOS (jlW .a. Jl()(;ào de hit:ral'(jUÚl das ôrhita.s pc:rif'>dica.s ra.z 
:-wllt.ido rnatc:rnaticatnc~nl.<': as órbit.d.:--:> utai::-; lollp;.:ts nào podetn supln.nta.r in-
dividtudnH~tth'~ o 1wso d.:ts úrhiLts Inais curt.a.s. SonH~ntc: ~w (ni) div(··rp;r\ ('sLa 
!tiera.rquiitl~ rnodifica.da. Cotno 110 caso d,· !li C'OI\V(.~q~indo jht.ra z(~ro, o liinil.<· 
a.ssintót.ico de A"chn (~~ IlllHiado qua.!ldo lint 1 -,:-..· ü'i = oo. 
1t tl!na questào a.lwrta se cada. llllHt destas trt~s pos~ibilidctd~~s f.:tz; H(~Ilt.ido 
fisicanH·~nt<\ c~ estamos ü~td.a.ndo oht,,r 1111\i·l c.~vidt.~ncia. IIIIIIH~~rica., a.tr.:tv/~t-; da 
(:q.(:i.G7), pi:\.I"i.i decidir. i\dia.HL:unos que o c.a.so de ('t:i C.Ol\Verp;indo pa.rH. 0 
( ina.d(~(pt::tdo f"i:·:>ic(UJICIIt.c.~, por c.:.:tu~.:.t da. er~udicidade, coirlO (~xplicn.r<~nws 110 
ca.pit.ulo sep;uinte. O caso en1 que a seqii(~ncia. (o:i) <'~ ilinlit.a.da nél.o h:1n sentido 
prático, porque nonna\nwnt.c B. inst.a.hi\ida.de da. órbita periódica torno. difícil 
o a.cesHo IlUHH~rico n da, que ó o {mico disponívd. 
!'ara a; = 1 e fazendo a variável diuâ111ica g igual a n111a coustaute, 
r"dll?-imos a fórrnllla. (:J.57) a regra de son1a. dâsska. das intensidades das 
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órbitas periódicas (:L:Hl) l!"">j. I\1a.s para ll!lla variAvel dinàrni('a quaJquerj c:-;La 
<~quaç.ú.o fonwce 11111 1nl~Lodo d<' calculo da auLocorrela.çà.o, all~1n do uHucd, 
aLrav~s da nH;dia microcanônica_ 
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Capítulo 4 
Espaços de Hilbert em 
Mecânica Clássica 
Ncst<' capítulo ''xplana,rnn•" noçào <i<' "'I'"V" d<•. llilhnt <'III fVkcflllica 
( ~];·Íst-~ira.. ( :onsidc~ra.IIJOH ucn~ssririo ~~Ht-rcv<'..-lo porqtw (~sta. idtia nos pa.rcn~ 
pouco corn:nte, a.p<~Hél.l' d<: o priuH~iro t.rah:-dho nesta. din:çào d(l.tar d<~ Jq;ll 
('()Jll 1\oop!llt\.JI r:~r>l-
v ários 011 t ""' <Uil.ore., ex plor<Hil.lll os 111<'·todos "" '"("'\"~ d" li i I hnt < k'"d" 
()1\táo. llahnos (' VOII Nc~Uillétllll ran] COIJSidera.Ill o problt·~IJii.\. da <:rgodicida.dt~ 
IllllllH l')<:rsptYLivct Jllllito gpra.l, CIIl qw~ o fluxo Ha.111iltonia.no /: 11111 caHo pa.r-
t.icldar de 11111 iso111orlisiiiO <<nl.rc <'Spaços d<' IIJt<dida. O priwip<~l rcsull.ado, 
conhecido (Hml.<·riornlclll.c co1no T"orcum l•:rg<'>dico d« vou Nelllllil.llll («que 
de· !'ato apnr<~n:u tlltrll arti~o a.nt<~rior <'lll ~-dPnJúo) :-wrA discutido t:III sll.rl fonna 
lltod<'l'llil no li111 <kstc •·apÍI.Irlo. 
O f'SIH~ctro do operador unitArioj que conf.(·,,,, toda. a informi:u.;ào sohn~ o 
flnxo lla.Jniltoninno 1 (·, (•studi\.do por Sina.i ('III (:n], que oht(~m par('!.. !:-iit-~tc.~llliUi 
•·rgódicos 11111 <'SfWctro tipo Ldwsgue COIII Imrltiplicida.-k <'lllllll<:r<Ív"l. Uni 
«bpertro l.ipo /,!.br:S!JII.<.' ó basic<tmelltc lllll espectro <tbHolutamcnte coutínuo 
cujas ""'di das espectrais úw eqnivakntes à medida de Lebesgue (veja as 
rldiniçôe" ""eguir). 
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Oel'fa.nd e Fm11in (JH] ::;áo o:--> prll1w11·os t-1 t'studar o proh\('lllh dcts p1·opri-
edade~ do e[:;pectro do OJH'I"itdor u11it.c-irio 1 qiH' g()l'a o fluxo 1 ('lll va.ri(Y\ades de 
C:lll'vatura. nega.tlv.::L 
De Uln longo artigo (k !\ nosov (~Sinai [:W] 1 aprcndc~ntos que, afora no ca.so 
de toros hidirnei~Hicmais, 11e111nuua fu11Çito co11tÍnua pode ser uma. a.utofunçào 
do fluxo, um teorema de Arnold. 
Em revistas especializadas de matemática, há muitos out.ros t.raha.lhos 
1wst.c assunto. No"o objdivo é trazer para. uma linguagem mais pedr:s-
t.re este formalismo, di"':uti11do o em contras1.<• com Il!na proposta de espaço 
de !Iilberl. que é ii1édita até onde pude invest.iga.r [•10]. Ela. se baseia na. ill-
troduçào de ui na IIH:~didit ~ingular ~:-~obrt.~ a fHIJH:rfícir. de (~lwrgia. de~ urn sist.erna 
('ttÓ1,ico. 
Na literatura. da. física., Prigogine [•ll]pa.rece ser o primeiro a consid<)fa.J' 
o prohkma de aut.ova.lores formahnent.e da.do pela equa.çào de Liouville 
·i"f = [{ ~ ),j' di. . . ' 
e1n tJUe f é UI.IlO.. fllnçiw a valor(~S r.ompl(~xos definida no c~JM.V.l de fa,s(~K 1 
cl1arna.(la variávrl dinútnú:o.: 
r n'N ___,c 
(q,]l) ---t f(q,p) 
Para o ca.Ho do oHcila.dor ha.UliÔIIic0 1 a. t(pw.çào acima t(~lll Holuç.Ô(~S defi11i· 
das em t.odo o espaço de fa~c~. Como vimos no capít.nlo :1, as aut.ofunções do 
prnhlcrna de autovalore:::; Hào, UIIla vez; iliiJH.I::;ta a cnndiçào (k continuidade, 
a base dr fnnçôcs da. série de Laurent para as funções definidas no pla.no 
complexo- que é isomorfo a,o plano de fa.sc'" a.t.ravés da rel<tçáo: 
z-= 1' + iwq . 
C.hcila.dores harmónicos com N grau' de liberdade levam a fnnçôcs de várias 
- . 
variáveis mmplcxa.s f: cN --·• C. Evidentemente, qualquer variável dinàmi-
ca, eq.( 4.1), pode ser expandida nesta. ba*'· 
101 
lma.gi11alldo que d. id(',ia da. t~xpdl\Si··w pode ser c~·ll,(:lldidn, H. 11111 prolll<'llla 
co1n llllla lla.milt.oniHl\(1. qllitltpwr, t,('lllo::-: (j\11~ 
f(l', 1/, I)= L c~,,.-'"' 1 ~o,.(p, q) 
k 
elll que>-!- {,o '"l"'dro do OJ""·ador de Liouvillc e 'Pk é a. atttofiiiiÇào corre' 
polld'"'"" (confronte corn cq.(l.:l.IR) de [·11]). 
l.~~ntretanto, a:-~ aut.ofiii\Ç.Óes nà.o 1\CcessarianJentcestào de-finidas (;rn Lodo <l 
(~SIHH.,:.o de ra .. :-H~Si pois os autovalores sà.o CHI geral (kpendcntcs da energia. E~ ta. 
propricrhck dos aut.ova.IOI'es in1pedc cpw as at11.ofu11ç<'><:s "*'·III g\oho.lill<'ill.e 
defiuidtt~; Àk kwl COII[":;t.a.nte e1n todo (p, q) itf.W11a~ 110 Cit~o do o:-:~cilador 
lla.rtllÔnico. 
Esta, t·~xpa.lJSil.o r(I.Z ~t!llt.idol no (~ntant.o. (\~ a,\Jt.ofllll(Ó(~S contil)litU\"1 {1, (:xis-
tirl ru.a.s t.ouJo di::.;tribui\.:Ôe::.; ::.;obre .a..s órhita.s pel"iódira8 ou sohrt• os toros 
racionais no caso integrável. lima V(~h que (~:-d.a rd.ifica.<.:él.o S(~.ia fcit.ai o Lrat.a-
lllf~111.0 t":xposto crn PrigogiiH\ 0 qtw de fato j:-'t. vinha dn tra.hall10 d(~ 1\oopllHI.ll 
[:10], fic~t cou:)i:::;t.cnt.e f.li'tra o ca.:::;o illtt~grii.vtd. Bt.~sta.lll a.iflda o caso dos Hist.t' 
1\IC\.['; 111isto e ca.óticol <~III que Ili~to (~xist.<~lll va.riáveis de it~:.áol coi\stailt<~['; <k 
lllOVifn(1tlÍ.O (:rn ir,voluç.ào t.!'H' tornai\\ a. <'([111-!.~'ilo de Liollvi\k rcsnll'lv<'l por 
~(·para~~~o t.k va.l"i;;,w:is .. 
Pn)ct.~<.krno~ 1:1.gora a (:st.a. consl.t'll(à0 1 a.dianl.ando que a sua <~ssi"~Jlcia, esLl 
ell\ COI\('.elltra.r 1\i'LS Órbiti.tH periódica.~ a 11\cdida do C~flkl·~~O c\t fa,s(:S. 
4.1 Definições e conceitos preliminares 
S".i"- n = R'N o '"""~" de fases de \IIII sistCIIIil. llamilt.otiÍatiO com N 
~ra.u' de \il><,rdade, fi- r,f + V(q) s11a. i'lln(ào lla.llliltoniaua, com V(q)--+ = 
::~e l(/l --+ oo. Desta ,·dtillla c:ondiçàoj d(~COJT(~ que aH Hupedície~ de ew~r~il1. 
ll ~ E úo compactas. Supondo ainda. que 1/(q) tenha. un1 míuimo glob<d, 











posstwm ~olu\~Óf~t-~ ~lnlla.iH, que pod1~111 s<·r <~sL<~ndidas a,n infinito no tcrnpo, 
p("l.rtt. qu(dquer condiçào inicial (V('ja. l,,~OI'Cilla. 12..1 de (221). AsHU!lJ(.liHOS que 
o Ouxn lla.miltoni<uJo seja ergódico (caótico). O caso misto será d.iscutido 
opnrtu nnmente. 
lknnÜ'IllOS por w(q0 ,p0 ; ·) a soluçào de (1.2) com condições iniciais 
(qu,J>o), i'to é, w(po,qo;l) = (q(t),p(t)). S•.•ja ainda /(q,p) C !1 a. curva 
11na.gem da funçào w, o tr<tço da órbita. passando por (</,li). Se existe urn 
tempo T tal que w(q,p; '/') = (q,p), eut<io 1(q,p) é chamada. urna. ti·rbita 
puitidiw e o lllenor número positivo T é o pr:dodo da. órbita.. Seja. l(q, p; 1) o 
<'.omprimento <k <tr'-O de urna. órbit<t, d<tdo por 
t(q,p,t) = r' llw(p,q;t')ll dt', ln (U) 
f~lll que W deuot,a. a derivada com respeito ao tt"~rnpo e li· li é (1, uonua. Eu-
didea.ua. ern R 2N. o COinprirnento total dn lHlla órl)it.a rwriódickl. t) l(q, Pi T), 
que deuotaremos por /( 1 ). 
Uni cspnço de ·mcdidn é uma. tem« (!l, A, 1tl, em que n é 11111 conjunto, A 
é 1.1111a u-á.lgebra contida. em f'(íl) (pa1"i.cs de ll) "I'· é: uma Jn<'did<t sobre A. 
l.J rua a-il.lgebra é: 11 nut r.lasRc d~ conj 11 ntos ntvl~.~ as operaçóe::-: de COIIl ple1ueut.a.r, 
intcrscçào e união enumerávei' 'áo fechadas, isto {,, geram conjuntos qnc 
perrnanecern na classe. Urna rnt:dida é: uma fun\~ào de conjunto (fllt:~ C1.tribui 
un1 vaJor reaJ, que aqui Herá sernpre poHitivo, a un1 conjunto. 
N Hill ii- nwd idiJ, 8igrna·finita, va.lc a propriedade \1 A E A, exi,t<• 'lln<t 
coleç.ão eriuruerá..vel de coujuutos IIH:~usurá.vei:::~ Â 1 , cada u1n coininedida fiuita., 
e cuji:t. utiÍáo contém A: A Ç U~1 Ai. E~t.i:'l. propriedade é uecesstÍria pa.r(.t que 
po::~~i:t.UII)!!I fa.z;er iutegrt-:M.súes por pa.rtes. 
lhu exemplo cl<i"ico de sigma-<ilgebra é it de Borel. lJrn espaço topológico 
(X, r)(, o par consistindo de urn conjunto X" un1a rnkçàn d11 abertos, T, 
contendo X e o vazio, fechada. por união qualquer e interseçào finit<t. r é 
chamada uma topologia de X. A sigrna-álgd>ra de Hnrd C, aquela g11mda. 
pela topologia. 
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Seja A a :-;iglllt-1,-t-\.lg<'llra g<~r;H\a 1w\os conj~t1ll.os d<~ Bord de H. 2N <·~os 1.r:-u.;o:-; 
da,:-; úrhita.:-; p<-ri<'Hiicc-ls. I h~ f<·tto, roll\O a.s órl~it,a.:-; sc\.o ('.onjuntos kch:-l,do:--~ 1 <~L-L~ 
j..í. si1.0 hordia.uot:~. 
l'<tra o caso ll<Ío-illtegrávd, ddinir"ll\OS a nwdida usando o f;üo de que 
llHTlla superfície de cn<~rgia 1 11 = I•J'; dr-notada por E, as órbita.~ periúdici.tt::~ 
apan~cern isola.da.nwnt<~. S<~.ia \A a funçào nu·actcrística de 11 E A 
u(:r) = { ~ S(' 
S(' 
;~.: i !I 
:r c !I 
Se !I E A nào (, uma órbita periódica, "'.Í"· i\, = !I n E a int.erseç.ào de A 
COI! I \IIII" 'uperfícic de eucrgia. (h pedaços de órbitas pcriódic<>H en1 A,. serao 
deuoL<~.dr'" por /A, (q, p) e seus comprill]('lltos por lhA,). 
i\ seguint<~ é-.. a ddiniçt-lo rnais imporLcLni.<· desta se(a<Y 
Definição: I'· r' 11.11111. tn.ttlida .4!l.li.4./itzr:ndo 
8!: v l fI) : w(q,z>;t) f (q,!•) 
.w: 3 '!' f O : w(q,p;'I') = (q,p) 
CU/. qu.r: a.(J) I' 11.111. JU:-40 po.4itivn. Sr !I c n i um. r:nnju.u.ln pam. n qual 
1·)1 :S lf(q,p) < R2 , trua.lqu.r:r que-'')" (q,p) C A, 
.I \A { I[;'{"'((. l(J,..d} 'I' = ,. L, a I IJ,., /1,)) l( ) 
'El 'I! ' 1H 
dE (4.iJ) 
cm qu.t ( (] 111 Pn) 8iio arlrilnirio.'l f:·m ra.da órbila. 
Medidas associadas ao espectro de operadores auto-adjuntos 
O espectro de 11111 operador auto-adjunto é tua ,ubconjunto da reta real. 
qualquer medida na. reta tem urna rkcomposiçiio única cm t.r(;s part,,s 
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r~m que Jt 111 , {~ IIIIlit llwdidkl, pnro po11Loj fl 11 ,- <.~ a.h::.;o\uta.nwnte contínua cor11 
rPKJH.~ito à rncdida d<~ LeheHp;ue (~ Jlsing (~ colltíllllh <~ Hiugular coiH re::~pcito à. 
rnedida de Lel"-'"i':""· fi, tri:s partes siw rmitH<tlllertte singulares de rnodo q11e 
2 . '( 1 . ~ '( ) L (R, d11) = L H, C.flpp) (J) [, (R, dp,«) ffi L R, dfl,;ng -
As medida_. "-'l'"'-'lmi& dl'>i• são aquelas constr11ídas a partir das <t11lo 
funções I/• de um operador auto-adjunto A u11m ''"Pa~o de Hilbert H. l'or 
exemplo, no caso do espectro do átomo de hidrugênio, na, parte do contínuo 
t.eruos uma medida absoluLuuente contínua, e na. parte do espectro dla.Ini!.do 
'discreto' (liga.do) ternos uma medida puro ponto_ 
Sendo A un1 operador auto-adjunto lirnitado1 uo espaço de Hilhnrt H, 
definimos 
{I/•It'v• f: puro poulo (ou pontual)} 
{4•11'·>1• (, ahsolHlallrent<~ contínua) 
{4•11'>1> é continua, mas siugul<H} 
si~gue (fl!C Hpp1 H.,lr: e 'Hn-i:rl.!J são suhspa(.OS llllltlli"\.IlleiÜt~ ortogonais e lliVi:t.l'l 
i\.ut.es sob a. açào do Ol""·a.dor A. Além disto 
Em COlTCspondôncia, cada pa.rte do ''"l"'ctro de lllll operador auto a.djun-
tn, leva os IIIe::~mos n01nes: 
.,. pp( !I) 
.,.,,,, (A) 
.,.,,(A) 
{-\I.\ é um ~ul.ovalor de a} 
a (A re~t.ri to a. 'Hcon/. = H,l~~ Ef.l Hsing) 
.,. (A restrito a H.,) 
O' (A restrito a H,.,,) 
1 lbarcmos esta rl~finição também para o operador Jc Liouvil\e, que não é limitado. 
lOS 
4.2 Conseqüências da medida de Dirac 
Â ddiniçào d" 111edida I"(, o C<>lll<'Ço do problema em sistf'rnas dittàlltic<m 
caóticos. 
lr11pornos a sr,gllint.r> condição sobre a rnedidH, da llnião das órbitas fWI'lO-
dicas uurr111 superl'íci<' rk r•rwrgia f: 
cm <jll<' o índice n '"reporta a uma ordem d;ts órhitaH fechadas. Isto irnplicA 
((l!C I" é sÍ~IIm-fi11ita, uma. condiç~.o Sllficieut.e p<tra que a regra. de intq;raçào 
por part<'" seja vAlida ['12]. Na, eq.(4.6) o lado '"<!"'"·do contém lllllit série 
infinita. Como eld, converg<\ o tcnno gr.n=d tende a :r.ero qwuu.lo n ---+ oo. 
Na verd<t<le, a rncdida do cada órbita, periódica tornada individllalmente 
teude a 'l.c~ro 1 confortne vanw::~ r.ousidera.udo llHtis fl n1ait) órbiL.u; 110 lado <~H­
qu(•rdo de (4.6). Isto ó adeqnado c compatível com a definiçào de crgodicidade 
(veja, por exemplo, dd. :_J_:J do ca.p. I de [1:!]), em 'l"" os 1Í11icos COJtjunto, 
invariante8 sob Ulli fluxo ergódico t(;rn rncdida. uula. ou I. A prop<Ísito, este é 
o cha.ma.do sentido de Ccsaru para a. ergodicida.rk 
Esto é: lllll ponto delica-do do formalismo, pois irernos faz<>r ma,uipul<tções 
com os pesos a(l) como se fossem finitos, cmno logo adii!.nte na norruali~açào 
das autofunções do operador de l.iollville. O procedirueuto que nos permite 
tratci·-los corno se fossern núrncro.s é o Fwgttinü~. 
Prirneiran"'nl.e consideramos uma, ordem natural "'" órbitas periódicas. 
Podernos conslderar fl, rajojao 
ern que 11. é o pcdodo da órbita e Àk 'eu expoeute de Lya.punov. 1;; sabido 
(veja, por ox<'mplo, [:JO]) que a "oma I:f=t bk tem um comportamento as-
sinl.ótico definido, que é de crescimento proporcional ao N-ésirno poriodo'. 
--------"·---
2De fato 1 a tiOIIH:t que cresce com o período conta as r~petições cla..'"J órbitas e assim L:.~: bk 
ê limitada superiormente por este limit.e a:;;.sintótko. 
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Port.anto 1 pndt~liloH coiJt:~t.ruir unJa s<~qiiência. de llH'dida.::; dJtN, con1 N órbita::;, 
Co111 '" "'""' a,. = a(/d dado' por 
cm que a. r:onstante é dada pela área da superfície de energia, o lado direito da 
equação (4.6). Claramente, a. ordem de importância das órbitas permanece 
a rnesnta 1 pois o raio de ::~eus pel=iol=i ak é o rnesn1o de hk, que é 'finito IUeHnJo 
para. N--> c<J. dp é portanto o limite de tais di'N· 
A extensão da idéia contida. na equação (4.6), já contida na definição da. 
scçào anterior, é que cada. subconjunto At: da superfície de energia. tenha, 
através desta medida de Dirac,~- mesma medida que tem via. medida de Li-
ou ville. Apesar de nào convencional, a grande vantagem de se trabalhar com 
a medida. de Dirac é que poderemos trabalhar com expansões em a.utofunçõr" 
t.a.mb,',m em llleciinica dá"'ica.. Alrm disto, a.pMece uma relação entre o es-
pectro do operador de Liouville e os períodos das órbitas fechadas, que ora 
expomos. 
Consideremos o anel de funções definida.s em !1 a valores cornplcxos, 
_(, geradas pela. uniiw diis funçóes infinitamente diferenciáveis com suporte 
cornpa.d.o, (.'0-'(!l), e as funções obtidas pela reslriçà.o daquelas às órhit~s 
periódiu'": 
/,(q,p) = .f(q,p)x,. 
O coujuuto de distribuiçi>es assim obtido é nm espaço vetorial, que denota-
remos por D', que podem ser chamadas varúívcis dinâmicas distribucionais, 
mas que continuaremos a. chamar simplesmente de variáveis dinâmicas. 
Evidentemente, se .f E D' é uma função rncnsurá.vcP no sentido usual, 
continua a ser com a medida dp. As funções restritas a. órbitas sã.o também 
mensuráveis. Denotamos, como é costume, a. integral de urna função men-
:~Para que urna função seja mensurável, hasta que a. imagem inversa, aob /, de um 
conjunto rnensurávcl S('ja mensurável. 
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Hmá.v"l f <:OIII '' lll<'dida d11 por 
r n,,,l'l"''· },, 
Tati\I)(~Jll é JICcet-~~d.rict, UIIIC\. red.va.lia.c,~~i.o dii <.leriva.da,. O caHo 1nais pa-
tológico é ex(tÜuneiJte de liina diHtribuiç.ào, digamos :.\'f' Esta derivada(~ nil,n 
nula. se a ôrbita é Jlf'riódica, pois a medida d<'sta.s é não-nula. As regra' uw 
;tis de <ltcriva.~;~o <k distribuição "' ~,plica.n1 neste tratamento, porque v~k a 
i nt.<'gra.çii.o por part<>s ['li]. I' o r <JXI'Illplo, da,clo g E c·,:, temos 
I dy, I "" . y(q,p)dl' = -· . "~>·-· (q,p)dtt-
. n dq 1 . " "''' 
I•:ste11de-se este procedimento para d,rivaçào para. qualquer funçào projetada 
fo- Se co11sidenunos um conjunto d, coord,nadas dcfi11ido localrncnt" en1 
torno de uma órbita. periódica. 1, o gradie11te de u111~ fuu~áo ./~ ten1 ~peuas 
\lrlla COinpOIICJll.e llilü-Tltda, que(~ aquda ao longo da dire(.:ào (k W(q,p; l) a 
vc\ocida.d" "lll ci1na da órhit.a. 
DefiiJinto~ o produto iiiterno d~~ f e y, d11d.s va.rPtVt~ts di11iuniras, pc\;-t 
eq 11 itC,: i-l.o 
(f,g) = f f(q,p)g(q,p)dr'. 
-11 
Seja /}(0, dJt) o co11juuto de va.riLÍvei~ dinâ.uticLtt=t t-~Lüi~fi.t~ew.lo 
I IJ(q,p)l' dr'< oo . . n 
(1. 7) 
Entào U(í!, dp) é mm pinto, c portanto Hilb,rt.l28]. Corno a.s <Írhit.a.H do fluxo 
Ila.miltonia.no e,tào "empre contidas num cornped,o, pOI' "x"rnplo fi :S 1·:, 
e:m que: I~' é a energia da órbita, este espa.~-.o contéu1 Lts fuu~~Üt-.~~ re:-::t.riLaH k1.t-~ 
órbitas. 
At(~ o mornr-nto 1 ocupamo-nos crn descr<~V<~r o eHpaço de llilbert 11a nwcit 
nica clá."ica ou, melhor dizendo, nosso m.odrlo <k "spaço d" Hilb,rt.. 
J•:st.amos agora JHOnto' para. e'tudar o operador de Liouville neste espa,~o. 
Ddinmnos o operador de evoluçào U, 
(U, .f)(q,p) = f(w(q,p;t)) (1.8) 
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Pa.ra. prOV(\.r q111' {/ 1 /, 1111iL-irio 1 o TI'OP'lll<·l d(' l.iouvill(\ pl'(·nsaJnos apenas 
nota.r que dJt /~ iliV(~ria.uk~ sol1 o !luxo lla.JlliltoJJi(UJO. Pn,ra. tor11a.1· isto pt•rf(·i-· 
L-HlH~tll.c t~xplícito 1 podetnos <~scr<~vcr djt <~lll L<~rntos da tncdida uswd multi-
plicada pci<CH fun~("" dclt<r. de Dir<~.c whr" "'órbitas Jwriúdiccts: 
di' = L a(Jk)bo, ,("'I dN l' . 
k 
Port;:.,nto, se: .1(-f) <'~o jacobiauo da. trau~l'onna.~;Ji..o InVer:;a. iudu:.-::ida 1w\o 
llllxo, (q,p) -H.J(q,p;l), tenros 
IIU,.fll 1 = jlf(w(q,p;t)Wdl' 
l::ohk) j h~, lf(w(qo~<;l))l' dNq dNp 
~: 
z;:a(1k) ./li, <ki(.J(-t)) lf(w(q,p;O))I 2 dNq dNp 
;;: a(1k) .I h,, lf(q, IIli" dN q dN I' 
IIIW, 
c1n que na última, ip;llald;vk nsan1os que hoc (, inva,riante wlne o fluxo. 
O gerador infinitesimal do operador unitário U, C, da.do pdo p11.rhli.esis de 
Poistiüll 
~(~11 !) ={H, f} = f. (âf i! I/ ·" 
di ;~, â<f< r}[>, 
ar ;w) 
Up, Oq, . 
O <'s}wct.ro do operador de Liouville 
[.( = -i{//,.f} (1.!!) 
{,obtido consirkr·ando-se as funç.óe" projeta.da.s sobre as órbitas periódicas. 
Sendo f(l)"" 1/,J, temo" o problema. de a.utovalorcs 
(1.10) 
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Por im.;J>e(.'.iU.)j a.s a\ll.ofuii(J)cs HOI'Illi-l.liY::-HL·Is ('os rorrcspo!Jdf~JJt(~H a.\ltov;·t.lon.$ 
siio dados por 





em que T "'r(q,p) (,dado irnplicitamentc por w(qk,l'k; r)= (q,p) e ('lc,fJ,) 
pode "'" escolhido <J.rhit.ntriamcnte sobre a órbita /k· n ,; um inteiro e 'l/c (, 
o I""· iodo tk /k· A eq.('L li) expressa. o '"P''<Jro puro ponto em tem1oH das 
l'reqliénc.ias, iiJvert::~a.Irwnte proporcioiJais a.o período prin1itivo 1 do 1novi1rwnt.o 
utútico. E é o resultado principal deste capíl.ulo_ 
l'a.ra. provar 'I'"' as <\.ut.ofunçôes da. '"!-(•1.11) "ão todas"" autofunçúeH do 
problema ba.Rta nota.r q11e ela.::~ ~ào UIIJ(t.l.~;u.;(~ pa.ra. al!i funçüe~ projeladas [:;obre 
a.s órbitas p<~riódicas, Por 0\11.t-n \a.do, t\(: n.lgumct. [un<,.:ào tolltílll!i:t., eTIJ n ou 
sobre t.1111a superfíci<~ <k en<~rgia E.j <'~11m a a.JJtofunçào 1 ela dcv<~ ser consta11t<~. 
Pois f L<~m rk s<:r da fonna 
.f(q,p) = c'"'f(qo,Jlu) 
e calculando /l~rrf.\.f(q,p) para j = I, 2, · · · e (q,p) fora <k qua.lque1· órhit.a. 
l"'riódica., oht.nn1oH 11111 conjunto d<: p<llll.os d<'IJR<> na s11perfície <k CIH>I'I(ia. 
onde f tem o IIleSillo valor. E,te re,ulta.do foi obtido por Aveo [45], pa.r<~. 1.1111 
sisterna dinàrnico gc-ral sobre 11111 toro. 
I~ sabido que, para u111 fluxo caótico (er~jódico), existem órbitas periódica." 
cr.H1l períodos tào grancks q11anto s<~ queira. Portantoj existe urna s<~qüt~ncia 
de <tutovalore" Àk, converl(indo para. ~<>ro. Conseq<l<'nl.<•ment.e, o espectro 
p1li'O ponto do operador de Liouvillt', '"n un1a. dada. superfície de energiil, é 
den~o Rohrc a rr:t.a 1 pda propriedade arquinwd<~ana dos reais (para qualquer 
'" C R, existem ·n, 'lU E: N ta.i" que n:t > 'III, donde dado ,\ pequeno o su 
ficiente n,\ < "' < (m + 1),\). Como o esped.ro essencial, a"" é fechado, 
krnos que ele é toda. a. reta real. Logo, a, por couter a,., e ser um ,ub-
conjunto da reta real, forçosamente C, a rd.a real. Nos resultados de Sinai 
[:!7], o espectro e""encial é puramente absolutamente wntínuo. Discutiren1os 
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(~SI.H. H,pd.l"f·'J\1-(~ ('01\LI'a.di(,:ito IIi~ pi'OX\llla :·H:(,"Ú.1) 1 ll\USLI'éi.lldo <jlW da(~ (!<-Vida a. 
estarmo~ cou:-;id(~rando opt~ra.dorcs d~ Li ou v i I k d ist,i ll t.n~, q IW 11 ào sà.o 1111 i Lt-
rii.tJI\(~TILe ~quiVi.tlentes. 
O conjuuto do autofuuçües dn.dos na eq.( 1.11) é urna base para. o espaço 
Je. lli1hcrt. que co11struímo~. (!rua expansão de uma funçào f E r 2 (l!, dp) 
é: obtida usualrn<Cnte, com os codicient.es d<tdos por (.f, .fnk)· A <CXpo.u."w é 
única porq110 ela:-:; Hào 1'micaR par;t o~ dois tipo!:! de função do (UH·.'I (que gera o 
espa<,'O v<~torict.l): funç.ões proj(•ta.da.s ou funçó<":~ nmtínua.s. Paro, a.~ primeira:-;, 
d. ('~XJJ.::tnsào é: tuna a.nálise de Fottrier ~obre uma (ou vd.ria1:>) ôrhita::-; periódicas, 
e eH ta anális~ é única porque a. bi.t~e de Vouri(:r (~ co1npleta sohr<"-~ Ci."t.da órbita. 
Para uma. fun<;ào contínua. a.rbitrária fi COIIt-Jidereuws a :-;ua Jnoje~·.úo sohn: 
a uuiito de órbitas periódicas de llrtla n•rta supcrl"ície de euergia. E, ft. A 
<~xpa,nsào de .fr {~ única, Collw já virnos. 
l"llu~áo _q =.r- .l[ ,, a. fuuc.;áo IIII Iii. (ck rato, 
de <>qllivalêucia da. fnnçào nula.). 
I, • • 1 r · ·~sta e a expansao <' (: • , polH a 
11\lli.t da.s n~pn~~wllti."l.IJL(~H dct cla.ss<~ 
No caso d(~ o fluxo nào ::~er Ci.tÚt.icoi !llél:-o; miNto~ a. Inesma cnn~tl"u<-;~i.Ü) {~ 
v/dida. 1 unut vc~,; q11~ a,s órbiLi.tt-~ pcriódicil0 C(l!Jt.iiiWUll él.J)Hr<~crtl(ln it-~oli.tda,TIH~Ilte 
I!IIIIlil. "''P'"·fíci<> de e.rwrgia. lixa._ (h """" a( 1) t.i'rn 11111<1 peculia.ridack. s<' " 
<~IH~rgi.:::t é o po..riunet.ro rk caoticida.d<~i como 110 utHo do potencial NELSON. 
De rato, S(~ uma órbita I sorn~ 11\lla. hifurcc·u.;.ú.o lllllllt-l, (''l}(::q~ia. /~)\ CO\l\0 os 
JH~sos ~ào depeudentcs da <~nergia,, uJna d~scont.in11idi."l.de ocorre <~ma(!') J)('Hta 
<~ltergii."l.. E'" pa.ra balancc:ar d. exi::;tt~ncia de duhs órhita.r-i para 11J, > /~1 '" • 
. Jct. para o caso integrável, as órbita~ pt:riódica.t':' ap,::u·<'CCill (·~rrl fa.Iuília.s a 
(pelo IIWJ\os) N-parámetro~. Au.:.tloganlcllt.(\ a Tnedida de Dirac atrilHli JH~-­
sos po~itivot=t ao~ toros racionais, enqua..11to os toros irrarioua.i::; dd,t~Tn nwdida 
11ula. -· por nào r.ont.crcrn órbitas p<~riódicas. Coruo j;Í IIwnciona.rnos, a.~ ex 
pressôf.'s para. as a.utofunç.ôes c aut.ovalore~ neste caso forarn det.enuinadas 
por· 1\oopman [:.l.'i] e apareceram nm [41], do qual <Cxtraímos <t relação para 
os i.tuLovalorcs 
lll 
('Jil que LL\ 1 i--- 11 --- ~/V :-itlU :·H.; fn·qii/·uriw-; d(· <'kJ.da dir<'(cl.o indq.H~IHI('Ill.(• do 
/V-toro_ UuJa dil'er<~ll\'él f11Jida.IIH~IltH.I 110 (':-qwctro do caso Ü1lt~grá.vd ('• qw•.l 
COlHO a.s fn~qÜÔncia .. s W.i ti~m lllrl f'a.tor COJ\111\n Wu, i :!I tO {~l da.R SàO racionalnH~Ilte 
depcndeutes, o ínHnw de À(n) ,; positivo. Neste caso portanto, o espectro{, 
diHcreto e puro I"'" to. 
4.3 Propriedades do espectro caótico 
i\ rda.çào eutn~ a.s propri(!da.del"J espcd.ra.is d(~ Ulll Histcrna dini?unico lla-
rniltoniano e d. !li.Üure~a. do ll11xo t.a .. mhi~rn apl'('kf~iltd. ('.itractcríRt.lca.~ inu[:;itada.s 
Ju·•sh! tra.Lunento_ ;\::.; apa.rc~utes contr·adi(Õt·.!~ podern RCI' re~-nunidas noR t<·~oH~ 
maR (•rgódiul[:; de von NcliHiiilliil cu_jas formul.i:t~~ões aparc:cern por exernplo 110 
api>ndice :l de ['16]. i\ propriedade <k lllll Histema lla111iltouiauo ser mi:t:"iny, 
por exe1nplo, 
liu1 11(,P,(A) n H)'-'- 11(A) -li( H), 
/.·-•I.X• 
e111 <pw li 0 (l. 111edida.l 411 (~o fluxo (·~ A~ 11 sào cnnjliHlos nwnstJravet~, IIrl-
plica <pw o espectro da rest.riçào do operador 1111itário correspondente, 111, 
a.o slliwkpi:l..~~o ortogonal às 1'1111\~('les const.anl.<~s 1 {• pura.rnente ahRn]l!t.aJIIeBtc 
COilt-ÍIIliO. 
( :omo virwm, o e., pedro do opc,rador de Liouvillc aqui cousiderado, pa.ro 
ca.da. ~·!1\ergia.l {~ n rf'ta rt·•al. PodenioH d(~COlliJH.lt" o et::pectro ern d11a::~ coln-
po!Jeiil.cs, rr,,, CJJj<m ckJncntos são d<td<m 11a '"!-( ~ .11 ), e seu cmnplcrncnto, 
que {, cert.a.ment.e náo-va.;cio. Temos portar1to uma componeute coutínua. do 
'"Jlccl.ro, rnas est<urJos deliberadamente atribuindo uma medida uula. a. da. 
Isto pôde ser feito porque '"tiv<-'1110' irJtereSHa.dos nas expausàes de funçi"'' 
coJ!LÍnllas, em que o '"l'"ct.ro pontual "' mosl.ro11 ha.staute. 
C:oncluiudo, a. rkscriçào que obtivemos para. o espectro do opcra.dor de 
Liouville (a.nálo!!;ii ;, do operador unititrio correspondente ll1) é a segrlinte; 
a::;; O"pp U CTr:ontl en1 que acont = CTar: U' O":,iny· Ma.s a tnedida espectral 
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E··~ wd(t,, C!Hpta.uto tlpp11 -::·-· "'''· Na, rkcomposi(:-l,n do <~SJH"L(.O d<~ lliiiH~rti 'H= 
'H 1111 (])H. 11.,-W1t.~ 11 J_ifi <~III qtH~ (\i d<'Hota Cl. HOillCt din~ta, OH :=~ubt~t-ipa.ç.ot:J que rorn~s­
polldenl a.os espectt·o~ iih~ol!ltameutc contínuo e ~ing;ular sào va.ziofl. Mttito 
endJOra. dtt Heja. unJa. ntedid<t ,jugular, ela. corn"ponde à. parte pontual do 
''"pedro. 
A. disc..rcpitnc..ia <'ntre as irnplica.ç.óes do[:J teorenm.s de von NeuiiJLtllil e Lt 
det-1cri~·.ào a.ciruo.. a.dvÊ~III ju::~ta.mt)ntr~ de q110. a nwdirla de Dirac.. nà.o <~ absoln-
t.a.meut.e contínua coJJJ r<"peito ;, medida de Lebesgue, ou nwsmo à. nwdida. 
de Lcbesguc f:lohr<1 ;.t superfície de en<~rgia (tmnhé~rn charnada rnedida de Li-
ouville). As llHerlidas I/<.' dtt nào t.i~m os lllColllOS conjuntos de medida. nula., 
l""t.a.ndo lembrar do co1nplclll"nt.o da. uniào da.H úrbitaH periúdicaH. A,,;m, 
são dois op<~Pt.dnr~s unitários distintos sendo trLtta.do::;, o.,quelt) qur~ í:tp<U'tYr~ no 
enuiJciLtdo do tt~orf~ma. dt"! von Nenlllann e o qw~ tra.ta.rno~ ii,qui. EkH n/~.o ~ào 
1111 i ta .. ri Ltrrwu te eq ui vah·~n U~H. 
Co111 este estudo, vimos qn~ na.o aparen~n1 iucou::;i::;tôncias elcmrnt.an~s 
nr:sta formula.çào d" espaços de Hilbert. Ali"" disto, (, pr..,riso ha.sl.ant.e cui-




Net:lta. te~e, viu1o~ que Ulll :ÚI!>tellli:t de inLPn~~H~·~ que t(~Jil Rui:l, onr~rgia dissi-
pa-da. ao longo do t.1.~111po pode :=;er inJa.giiid.dO acopla.do o. um si~:·\Í,t 1 1lla U1.ótico. 
Vário::~ experiuwutmi lllllllt'~ricuH rora.I\1 reitof':l, llt-l(l.!ldo COillO :-:;i::-;teJil(l.. de int.l·~ 
reHse liiiiC:t pa.rtícula e1n UIIItt ditnenHà.o sujf•it(\. ii. uni pott'~nci(!..l quárt.ico. A\l)!li 
d;1. ditisip~.ç.ào na rni'dia. microcn.nônica. do rnovinwnl.o da. partícula. de inte-
n~ss<~j a não Jinectridade d<~ t-H-~11 pot('~IICictJ rii.Z HUI).~ir lllil pot.curia.J dt.'(H.~ncit:~Jlf.p 
do t<:lllpo, cuja arnplitudc é: its v""" ma.ior que a "'""'!(ia diHHipa.da. 
No lirnit,,, de acopla.nienlo fraco, obtiV<.'llioo uma, <.'<jltaçào <pw I'CSIII!W os 
dei tos do re"'"·va.t.ório caótico wbrc o sistern<t de intt'l·css<" 
( 5.1) 
a. '"1""-Ç<Ío (2.:H). Na. equa.çào a.cima., V- \'(:c)(, o pot<"Icia.l da J><trtículit de 
int.creHHe. A diferenç.a 
j iJ\~(z)) 1- iJV((c)) , 
\ âz r:J(.o) 
que ocorre para 1/'(z) uã.o-linear, é responsAvel por um potencial dependente 
do tempo na, dinâmica.. O potencial V,. é um poteucia.I de renorrnaliza.çào, 
que depende do acoplamento e do reservatório caótico a que acopla.mos. Nos 
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u1.so~ a.qui lllO~·d.ra.dos 1 cst.<· tct'lllO tt~lll ('ft'il.o nlllito nlaior <pw o potf~ll<'Íitl 
a.diab/d.ico c F(: ). 
O termo do lado di r< ·i I ,o da. "'I· (~.:H ) , F ( z), ,; o 1'11 ncion ai d a.do na. eq. ( ~- :1~): 
.,,, i'" . i' F(z) = ~- S(w) N"nw(l-l')z(t')dt', 
1r (I u 
(i>.:l) 
cm que 1 e basic<tn""'t" o In<Í<hdo da. constante de acoplamento. S(w) (,a. 
l.ra.nsforma.da de Fourier da autocorrcla.~:ào da va.riávd do sistema, caótico 
usada para a,copla.nnu:=~ u ::;istenHt de~ int<~res:-:~e. Na equa~·.àu acinta, uséU1l00 
eHcreven1os F(z) :;ornente e1u tennos de S'(w), rnas na. verda.Je, este tenno 
é igual, para frr:<li'lênc.ia.~ po:=;itiva.[:;, à parte irnagincl.ria do. tra.n~funua.da de 
Fourier da. susccpl.ihilidacl" diniunica rei.Mdada do banho, X"(w). O termo 
da convoluçào" formalnwnte ip;ual tlqllele obtido l\0 tl·al.;un<:nl.o ele c,..Jdeiril 
t' Lt·~p).;et.t [~.:,], con1 o reHc~rvíÜÓrio d<~ oscil:-l.dol·<'~:--; ha.nnúnium. 
A, proprieda.des 1na.is imporl.a.nt<." da. deusid;ule '"l'''dral S(w) para. 11111 
sistc~ma caótico conser·va.t.ivu ~â.o its seguintc~s: 
• S'(O) f O por Co-IISa das órbitas periódil'as longas, <k ]Wriodo tiw p;ramle 
qucwt.o se qlwira, que síl..o geJI<~ricas lllltll ~i~l.t.1 Illi:t.. ca.ót.icu; 
• S(O) é reHpon"iv..J por nm ekito d" IIH'lll<Íl'ia na dinàlllica do ,i,teina 
ele intf:ressf•; 
• po.ra Ulll si.~tc~rna de doi:-; gra.u~ de lih<~rda.de regular 1 S'(w) l.crn p1cos 
loeaJiza.do~ t-:~111 f.or110 das [reqiic~nciw; das Órhita.s lllais Ímporta.ntt·~s; 
• neste últ.irrw cat=>u, :.-;e o ::;istcina d(~ i11t.er<'ssr: é multo rnais knt.o q11e o 
::;i~terna. caótico, o efeito de .Fé anulado pda nu~dié~. rnicrora.uôn.íc;i..j 
• m<'"mo no r"gime caótico, S(w) tem valores altos em torno de freqiiên-
cias de certas órbitas periódicas, possivdrncnk a.s menos instáveb. 
As propriedades da deusidade espectral, o seu efeito na dinárnica. do sis-
tema de iutere"'e e o paralelo corn o tratamento de Caldeira e Leggett da. 
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dit-~sipn(.'.él.o sào obtidos gra(a.s d llllla fortnHii"l.(~.ú.o f..l<~ csptu:os d(~ llillwd (:l!t 
tnccii.níca. clti.t'3sica. J·:~ta h~oriil, JH'I'IllÍt.(~ llltta lin<~ariza.(,:.ã.o da.s (~qtla\.Ó(~~" <k 
111ovinwnto do sist.,rna uvit.ico, contanto qu" as "qnaçó"" de llarniltou desk 
po"uarn soluçôes glolmis no tempo (qualquer que seja a condiçao inicial). 
(\ .idéia. fundanucntal da forlllnlaçho do espaço d" Hilbert é atrih11ir às 
órbitas periódicas do fluxo llamiltoniano" medida no "spaço de fases. L"nl-
bra.ndo que a::J Órbitas !'H~r.iódicaS sào varieda.des de dinH~n:-;;ã.o lllil irnersas llCl, 
superfície de euergia1 cuja. diuwnscl.o f.. :J 110 caso, uma r.nedida corn ddta~ 
d" Dirac sobre as órbitas é introduzida. Atrav('" d<'la., o operador d<' Liou-
ville clássico possui autofttnçóes nito triviaiK, a."ociadas ao tra.ço das 6rhit.as 
periódicas. Os atttovalores sào proporcionais ao iuverw dos l"'rÍ<H.los das 
órhitcts 1 isto é, ~mas frc-qíiôncia::J. Assim o PHpectro do OJ'H·~rd.dor de Liouville 
(~ tra,n~po::;to para a !.k:o~idadc espnctt·rd ;·u . .-iiiHt rnenriono.da ... 
1\ medida de Dirac, dft, intmdttzid<t 110 eapítttlo :.1 e forrnali?.ada 110 
rapítnlo 4, permite uma releitura do principio da. m1iforrnidade, fonn11\ado 
por !lauuay e O;mrio de Almeida [5[- O <'llllllcia.do aq11i obtido(, o segui III.<• 
J ·n 1 Y' ( " :.:... ..:._j ' (R.:l) 
ern que E é a árr:a da superfície rk eneq..1_;Ía 
'L( 1·:)---,- j 6(E -- 1/)dq' dj) 
" 11 (,a fuução cilntd.erística do con_ju11to de 6rhitas periódicas da BUperfície 
de energia 11 = 1•:. 
A interprel.açào imcdiat.<t da equaçào (5.:!) é '-i1'" po<krnoK medir <ttravés 
das órbita' periódicas da nwsma forma <JII<> ".través da medida. d0 Lio11vi\le 
b( E- li) di( di.!. Isto é IM,tante sirnplc,. A '"ri'ticaçào "scondida. na de-
finiçii.o da. medida dft (v,_ja. capítulo J) está 11ns pe"o' que se dcv"m atribuir 
a cad~. órbita. periódica. O resultado nào trivial é que a soma rkst.os pews, 




O integrador sirnplético 
Exi,tem diversos mtt.odos lllllll<'ricos <i<· i11te).';raçio de equaçôes dil'<"·en-
cin.i:.-; ordinArias. 1~:1c~s sn carad.t~I'ÍZa.III pdit urdc·~ni k con1 sua. acurAcia sendo 
dclinida loca.lnwnt.c <'lll 1'11n~:áo do tolllilllho do i11tcrva.lo da. va.riávd ind"l"'"-
dcntej usualnH~nt.c~ o tc~rnpo. i\.ssim 1 phrkl. 11111 pki):.;Ko de iutegr;:t.i;_~i.i..o h, o erro 
nas variávr.is 0. da. orden1 de hk+I, por exen1plo para integradores da fmnília 
H.<tn).';e 1\ u t.ta .. 
Se evoluúnos nrn sist.ctna que tt•rn qtict.ntida.des ctm~ervi.u..laH, conw rt ener-
gia, totn..l lllllll f-iÍijterlla. ha.tniltonia.no, :-~rtlwmos qtw a. soluçr\o c~x;.Üa 1 ainda fliH~ 
dct:conh~cida., do siHteiJia de equ(u.J>e~ dif('~H~IIciais por da gc~rado lc~varia a un1 
llH.tpn. si1npl<~~tico a partir de~ condi(Õcs iniciais a.t.ó qualquer f'sta.dn tin(l,J. En 
t.ret.ant.o, uma propriediule indtOHejada dos integradores H.m'g"-1\utt.a. (, d" nào 
sen.•tn :=;itnpléticos exa.tanJt~tüe, Illitllir=;fet.a.da. 110 deterrnillttnte do .Jacobiano da 
evoluç.ào para urn passo d(~ intcgraçào r-wr dil"en:ntc de 11111 1 o cpu~ Hignifica cpH·~ 
o sisterna é artificiahnente excitado ou arnod(:cido durante a integraçà.o. Ern 
nmit.a.s aplicaçóes esta. propriedade fica pat.enl.e depois de rnuit.as it.rraçõcs, 
levando a rcsulta.do~ espúrios. 
Assim motivados, Forest. e l{nt.h \18] dclinirn.rn os integradores simplilim.9, 
e"quemas de integração numérica. para. sistemas ha.miltonia.nos que conservam 
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(q(O),p(O)) • (q(l),p(t)) 
r~ 11f11fl, traut::>fornlaç.ào canónica. 
Suponha. 'l"" queira.rlloH rcsolv<Cr as equações d<• Hamilton 
dz ~Ü = [z, H] , (A .I) 
<~nl cpw zé uu1 ponto no et-~pa.ço de fase 2u diuteilsionaL 
Reescrevendo n. equa.c.,:.ã.o a.cirna cotn a. definição de opera.dor de Lie rela-
cionado a. H, temos 
dz =-:H: z 
dt 
f'lll que :H: f = [H,./]. Vamo" deten11ina.r um 111epa. Himpl/:tico A1(1) que 
t·üu;un sobre flln<)"\t~~ d.a.~ variáveix dináinicas da. S(~P,;IlillLt~ forrna: 
g(z(l)) = M(l)y(z0 ). (A.:!) 
Cmno g uao tem rwnhurna, depen<kncia. f.<'lllpora.l explícit.a, ele obe<kce à 
H.~ I a~-à.o 




.<1 ( zo) 
(/,' 
dy -~ = [q, H]' d 
[M g(zo),H(Mz0 ;1)] 
c= [M !Jh,), MH(zo; t)] 
M [g( Zu ), H( ~o; l )] 
-· M :H( z0 ; I) : g( zo) , 
cn1 que uHan1os que o pa.rêutesis dr. PoissoH {~ invariante sob traut-Jorrnaçõcs 




- = -M :'H(z0 ;t): d 
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(A.:~) 
Le!nhn·nws (pH~ /\/ aÜiíl. soiJJ'(· 1"1111\·ú(~s de .::u, d<· n<·ordo COI!! (A.~). 
Pnnt a ba.Juiltoninna. 'H indqw11<.k11te do L<·mpo, podernoH resolv<"~r a. eqH('l.-
\~ào aci IrJa. fornHd tneut.(·~, escr<~vc:!Hio 
M(t) = "xp(l. :H(zo):) 
En1 geral, nào podemoH calcular <'Xplic:it<l.Jilente M(l)z0 qualquer que"*'· H. 
Seria de pouca. utilidfl.d~ esta fónnuht s<~ nà.o pudé~::~eruos usá-la cotno ponte 
para. aproxima.çóe"' a integra(ii.O simpl<;tica consiste crn substituirmos 111(1) 
por 1111l produto ck transfo,·rn~-~:Ó08 simpléticas que aproximam M(t) atô 1nna 
o.:rta. orde1n e de rnodo que UM..! a fa.tor possa. ser (·~xa.taruente e explidt.anwnte 
ca.k1dado ::.;obre urna. condiçii.o inici(.tl .z0 . 
( lrn ct-l80 pa.rticula.r de intcgradon'K l=lirnpléticoH para uma harniltoni(tna 
do Li po 
1-( = T(p) + V(q) 
"e baseiil em decompor a exponencial de H <'III um produto de '"JlOilell<'ia.is 
d<' Te V, que geram Lranoforme.ÇÔ<" sin1pkticas explicitamente co!npntá.veis_ 
Assin1 por exc1nplo 
( A.5) 
Sa.bemos que a dif<'l'<'I!Ça eutre os lados d;,-..,jto c '-"querdo da '"1"açào 
enma e da ordern de l' atra.vr:" da fórmnl<t de Cnmphell-.lhker-llansdorff 
(BCI!): 
exp(X)exp(V) ~ "xp(/,), 
e111 que 
/:----,X+ Y +[X, Y] + /2 ([X,[)<, VJ] 1-JV, [l", X]])+~~ [X, [Y, [X, Y]]] + ... 
poi' dM<unenLe T e V nào comut.il.m. A relilç.ãu acima vale em geral para. 
q11alquer demmposiçào de 'H. 
Escrevendo H== A+fl, o problema de dokrmina.r um integrador sirnpléti-
co de ordern n "" r"sume portanto il encontrar um conjunto d" 111Ímeros reais 
119 
( l' J , - - ' i f.,\;) (~ (d J , • • • • tfk) j,;·d q IJ(' fi. d j fi ~fi~~~\' H (' l d. 1"1 ~ a ru IJ ( i10 f .t( '1 +H) (' u prod 1J to 
d" funç(H~s expoJWIICÍkliH 
k 
cxp[t(A + !J)I '"""' II exp( r;f A) exp( d,t 1:1) + O( 1'1+ 1 ) ( ;\.()) 
i=l 
scp. satisfeita. 
Yushida resolveu '"te problerna exa.l.a r a.proxirna.darnent.c pa.ra n = (i 
e n. = H enr [1\J]. lk seu tmba.lhn usarnos n integrador de sexta. ordem 
aproxinw.do, que tcrn um núrncro de a.va.liaçÔet:; de <~xpnl!enciais nH.~JJor do 
que o exal.o (k = K para o iut.egra.dor aproxillla.do e A: eco 10 para. o "Xal.o 
para completo dctalhameut.o, ver [I!J]). 
1:: import.auk sa.lieut.a.r que o erro O( ln+') "'aplica taut.o ~·' variáv"is z 
( 1 i..JllitiltO i-ts CUIU::iÍ,é:UlÜ~S de lllOViTllC"IltU, lliCSHIO pij.I"i.t U = 2. l:::;to (~ pa,rticu-
li:ti'IIWiltC cuuveni<~nu~ para o problerna. qu<' i~Hta.nJos int.ere:,..;:,..;ados 1 ern que a 
"""''1\i" tot.a.l deve "''r couscrva.da. 
1:.!0 
Apêndice B 
Proliferação de órbitas 
Para o caHo integrfÍ.vd, n llllllH'ro <k órbitas N(T) ati• período '/' pock 
ser calculado facilmente trabalhando 110 ""I'"~" de àngnloH. A densidiil\<• d<• 
órbitas p(T) (,dada pda. derivada 
>(T) = dN f ' d'/' 
E,te d'"""volvimeiiLo é devido a Ozorio de Al1n"ida ['17]. 
(\Li) 
Cada 'ponto' na. canJa,da de~ enc~rgia 1 rc~prc~r:ntada. no espa<;.o de Lt\~Üet:J, 
t I. .. · · · 'm c' , I . . I 11 e uin oro corn rcqncnc.Jas Wj ~ fil· AHlSI!. f~re l.lllli:t. vtz;In Ittn<:s~a. l , qtw 
' 
contérn infinitos toros rcssonn.ntcs, onde a~ fr-~_•qii~~ncia.t-J w:l ~ào ra.ciona.hnentc 
dependentes. Ele correHpoinle a uma vi"i"ha11~·a em fr<Yfii(,ncias: dw. 
No '"paço do, à11gulo,, temos 
Para. Cct.da w fixo, a evolnçào temporal ,; dada por uma reta passando pda 
or.-ig(·!J.ll. Considt~ra.ndo todo~ u:=; toro:=; eu1 dl, va..rreinos, no Lernpo 1', u1n cone 
110 es1m~o dos àngulos de volume 
w = 11'(1'w)~ h r/> 
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Figma. Tl..!: O ''"paço dos àngulos_ i\s órbitas periódicas aconl.ecem quando 
O (IIIod 2rr) -'--- O. 
Da figura, vemo' claramente que o ckrncnto lirjJ cresce com o raio, este 
proporcional a~/\ r·= IWIT- E Í.(~nlos tarnbi~111 
lirjJ - .,.ld( cos Ç, senO I 
w2 
'"" ç = 1;:;1 
Como as órbitas pcrió.-:licas primitivas eslào dispostas regularmente no 
f~spaço dos ángulo~, cou1 deu:=:ida.dt! ,,:2 1 o rn'nncro de órbita~ periódica~ no 




O cmnportameuto de p('l') 110 caso int.,gd,vd é: portanto dado por 
(IL'i) 
p(T) = '2aT'(w. {) :~~ , 
partindo do falo Je que o nluuero dn órhita.K periódicas cresce na fonna 
N(S) = aS', em que S é a, açào das órbitas. lSste resultado pôr~, N(S) é: 




J·:sto a.pi:ndice traür. dt' alguma,, '!'"-"(,("" !t.eva.llta.d<t, dura.11te u "'""ill<Í.rio 
,tp r!t>fesa. d<."ta. tese e que não puder<tlll "-'~" coloca.d<t, 110 texto pri11cipal. 
L<:ndmtndo qu<:, no r<:ginH' n'g11lar, os impulsos <kvidos a.o açopla.nwnt.o 
cmn o potencial NFLSON ikarn dirninnídos por cansa. da. lirnita.ção ern energia., 
~eriu. o caso de estuda.nnos o acoplauwuto do sisterna leHto a urn sistenH:t 
rcgnlar ou intqF~.vd onde isto nào acont~c(~ . .1\ intcnçiio é dirninar a hipótese 
tJ,., qne u decréscimo da. energia E,. "e deveu à amplitude dos impulsos do 
r-;itüerna rápido e nào ao regirne caótico do .seu nuxo. Para. o contexto desta 
qu•·"táu, wja. a. fig11ra 2.12 e ta.rnbém o "eg'""'" pa.rágra.fo a.ha.ixo da. figura. 
2.H, à. págiua 41. 
i\ pesar <k esta. rprcst.ào já ter sido pil.rciillmentc respondida. quando estu-
da.ulo' it Se<.JÜêHcia de bi!h<tres Cd.ÓI.icus, [<t~Clllü' <tqui Ulll estudO IIUilléricu, 
evident.cm<:nt.e análogo ao que vimos [azendo, de um bilhar circular. llavía-
mos rnostntdo conl a st~qüi~ncia de bilhares que a ntaior caoticidade (Jrovoca. 
m~.inr dissipn.ç~o, uma ve7. que a pertnrbaçiw em semelhante em cad<t bilh<tr. 
O p<triuuetro de semelhança. usado para. cnmpara.nnos as pert.nrbações [oi o 
v<tlur inicial das a.utocorrola.ções. 
Mostramos abaixo os resultados par<t a autocorrela.ção e a. projeção do 








~00.0 .. oo.o BOO.O aoo.o 
Figura C.J: Corrdaçào para, o bil!J<tr circular. Número de wndiçiies iniciais: 
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'"ta última. superposta à resull.aJite do acopla1nento com o hilhin 7. Este 
bilhar circula•· pode ser vi"to como limite do achatanwnto, JM dire~iw :r, do 
bilhar de flunimovich. As constantes de acoplanwnt.o sào ip;uais itquelas que 
usamos para o bilha.r 7, a= 1.0511 x 10··:< c b = 2.G:Hi x 10-', mas o deito é 
Iuenor, ainda que apt·~nas pa.ra te1npo grande. 
~: int~rcssante nuta.r qtw a autoc.orrclaçàu apre~euta urn decr~sc.irno expo· 
IH.'IKial, a.pesar de o bilhar cirnliar ser intep;rável. Se há uma cauda oscilante 
no gráfico acima, sua. amplitude é muito pequena compa.rada ao que po-
dería.uws esperar tendo cm nwnte o gráfico da autocorrelaçào no caso do 
NLLSON rep;ular. (korrc 'III" o bilhar circulai' tem urna seqiiAncia de órbitas 
fechadas cujos traços são os polígonos regulares inscritos no círculo. Além 
destes, as órbitas podem se fechar depois de 2, :J, n voltas no círculo. Po"ivel-
mente isto crie uma superposiçào de cosseno,, no '"pírito da equaçào (~--59), 
que gera este decainH,nto. No caso do NELSON, as freqüêuci<ts próximas, que 
aparecem na transformada. de Fouricr do gráfico mostrado 11a figma. 2.11, 
correspondem ~s duas órbita' periódicas naquela energia, /') ::::< 0.04 [lGJ. 
Outra. questão relevante é sobre o que acontece com a. evolução do movi-
mento médio se tomamos a condiçà.o inicial do sistema lento na origem, isto 













Figura. C:.2: Análogo à figma (2.17). Evoluçào média. do ~iKtcn1a lcnt.o qu<uHlo 
.=-tc.op\;ulo co1n o bilhar c.ircula.r de ra.io 7 . .5!1, InHrcada coru pontos. Snperpo.':'>-
t.os nils figuras correspondentes ost.ào os grálico" da evolu~ào média do sist.erna 
lento qua.ndo a.coplado ao bilhar 7, marcada. con1 um linha cheio .. 
pda cquaçào (2.:31 ), ele deve ser \IIli pont.o lixo. Exat.arnent.e i't.o é o 'l'"' 
In08t.l'il-lllOS na ligura c.:.l. Observe se que a energia ll,·z, I < I" 7 "ignifica. 
~(~ro, do ponto de vista da int~graçào IIUIIH~rica.. Corno não temoR um período 
do rd"crência, evoluímos por 1000 unidades de 1.•-,mpo, que é da lllf·''lll"- ordem 
do período das outra~ c..:oiidiçôes inicüü:-;. 
Na IIH~Stna dlreç.ào, seria o caso de e~t(!tlfkrnloH 110 tenlpo os gráfico::; 
mosl.ra.dos nas figuras 2.4, em vez de l.fl período, para. nos cert.itirarmos de 
que o ponto rca.\rnent.e tendo pa.ra. a. ori).';etll. Na figura C.1, rnost.ramos a 
o movimento nH;dio pa.ra a. condiçào inicia.\ ( z0 , p., 0 ) = ( -1.5, O.fi) evoluída 
pMa 2.8'1', em qtlf' '/' = 1176 denota o período do sistema lento <ksa.coplado. 
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Figm« C.:l: Auálop;o à. np;ura. 2.~. O t.ernpo t.ot.al de evolução c, 1000 unida.<ks 
de t.empo. J'i,,rtirnos da condição inici<tl (z0 ,p, 0 ) = (0,0). A rcsoluçào da 
escala, no p;rálico à. rsqucrda., é a mesma das figuras ha.bit.uais. Observe que 
li\'",-1 <I e- 7 durante quase todo o t.empo I. Abaixo mostramos a projeçào 
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Figura CA: Análogo à. tignm 2.4, gráfico tra.ccjado, exceto qn" o tempo total 
de t.~vnl11çào é 2.HT. 
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(:orno já llH~nciona.do tto t.e.xto pri nri pa.\ 1 <·sqHetlHÜl;r.cunm; agora, ''· c...kd 11çào 
<I<~ Y"(w) pi.Hi.-t.. o, (:Mttocorr(·~\a.çào 110 caHo <lo NELSON raóticn: 
C' ( ) 2 _,,,,, ',1; T =a C COHWoT . 
C<tlculamlo a transformada de llilbert d" Cx( r), temos 
X( I) 
Toinando a, pa.rl.t> imaginAria da tran~!>l'onua.da. dt'l Pourir.r do resulta.do, 
v'""'" que de fato 
X"(w) = Sx(w) , (C.l) 
para w >O. Na equaçào acima, usamos qu<' (veja :.Ln:uo de [48]) 
j oo I' "en wt' , . ····- ·---di = -rr mswl smal(w) 
-(X") {2 - "fi'/. ' 
e1n qUe1 evidcnten1eute, 
,;,ol(w) ~ 1 I S<~ w >o o ~w w=O 
-I se w<O 
129 
Bibliografia 
[1] A.O. Cald,ira and A . .J. Leggett. Quantum Tunnelling in a Dissipative 
S_ystem. Annals of fhy-'ic-', 149::174, 191-l:l. 
[2] M. Wilkinson. Di,sipa.tion hy identical rm~illa.iors. Jrmrnlll of Plt:IJ'ics 
A, 2:ur;o:1, 1990. 
J:l] M.V. 13eny and ,J.M. Hobbins. Chaotic cla.ssical and heJ[ dassical a.di-
aba.tic r.-,a.dinns: geometri~ magnctisrn a.nd deterministic friction_ h·oc. 
R. Soe. 1-rmdon A, 442:65!1, Hl!l:l. 
[4] Edward ()i.t,_ GoodneHH o[ ergodic adi<d><üic invariants. l'hy8. /leu. [,t:f., 
•12:11i2H, 1!l79. 
[0] .l.I-I.Hn.nna._y and A.M.Oznrio <k Ãlrneida. Periodic orbit.s anda correia.· 
tion funct.ion for l.he semiclassical cknsil.y o[ states. Jonrnal o.f /'hy-'ú" 
A, 17::312!1, l!lH4. 
]6\ R. Fiirth, editor. lnvesligat-ions on !Ire lhwry o.f lhe Hroum.úm Mmn:-
nwnt. llover Pub., lnc., New York, I !)[>fi. 
[7] A. Einstein. On l.he movement of snmll pariides suspcnded 111 a. sta-
t.iona.ry liquid den1a.nded b_y the molncrda.r-kinel.ic theory of heal.. ln 
H. Fiirth, editor, lnvr.stigations on l.hc thcory of lhe B1'Vwnian Mn11r.-
ment, pa.ges pp.l--18. Dover Pub., Inc., 1\)56. 
[il[ Ya .. (:. Sinai. il,YIIil.lllical sysl.eii~H wit.h "lilsl.ic rdkct.io11s. /!ussúm Ala/h . 
.'iurvty.>, 2:í: I :17-18!), l \170. 
[9] Nelson Wax, editor. Sclcctrcd papers on Noise and Stodwstic protc_,_,,_,_ 
Dover Pub., Inc., New York, 195·1. 
[lO] R. Hrown, K Ott. a.nd C. Grebogi. The goodncss of crgodic adia.b<ttic 
invaria.Htt=~ . .1. Stat. Phy.s. 1 <19:.511, l~)H7. 
[11] A.O. Ca.l<kira. Alquns aspectos d<t dinâ·mit;a quântica de uma pa'l'lícula 
Browuiann. Notas de Física. do IFGW- Unica.mp, Campinas, I 99-1. 
[12] M.V. Berry. Quanta! phase fadors <~ccompanying adiahatic clmnges. 
l-'1'oc. ll. Soe. Lond. A, :392:15 fi7, 19H4. 
[i:l] J.M. H.obbins a.nd M.V. Hcrry. The geometric phase for cha.olic systems. 
Proc. fl. Soe. Lon. A, 136:6:31 66 I, 1992. 
[14] V. lório. ló'LJP, um curso de gra.d~taçào. IMPA- CNPq, ]li cdit.ion, 1!_)!)1. 
I 15] C. J a.r~y1dd. M 11 lt.iplc-tirne-scale <tpproach to ergodic adia.ba.tic sy,tcms: 
a.notht•r look. 1--'h.ys. llev. Lei., 71:8:.N, Hl93. 
I 16] M. Oa.rr<tnger a.nd I< .'I'. H .. Da.vies. I'eriodic trajcd.orics for a. two-
dimcnsiona.l nonintegra.ble Hamiltonian. A nnals of l'hysics, l77::no 
:l:,fl, 1987. 
[17] E.T. Ja.yncR. Where do we sta.nd on maxirnum entropy. ln R. D. l,evine 
and M. Tri hue, "di tors, 1'hc 111";f'im.·ll.m F'ntropy Fo1'1rwlism, 1"'1-!!:" 16. 
MIT Press, I 970. 
[181 K Fore"t a.ud R.D. Ruth. Fourth-order sympledic int.cgration. Physica. 
/), 1:3:105, 1990. 
[ln! II. Yo,hida.. Construdion of higher order symplcctic integra.tors. Phys. 
Letter·s A, .150:262, I !l90. 
[20] S.D. l'ra.do. q1whm de sinwt.rias cn1 ,jst.cmas harnilt.onia.nos: dcit.os 
clássicos e quàut.icos. Ma.sl.er's t.hesis, IHiW .. lJuica.mp, 1992. 
[21] Ruggero Maria Saut.illi. Foundnlions of Tht:oretical Mechanics. Springer 
Verlag, New York, HJ7H. 
[22] V.I. Arnold. E'qu.ttçõc.4 difncncia.is m·diná1-ia.s. Ed. Mir, Moscou, 1985. 
[23] KM. Lifshit.z L. Landau aud L.P.Pitaevskii. Statisticall'hysics. l'nrga-
mon Press, Oxford, l9RO. 
[24] R. L. Stratonovich. '{'opies in thc '/'h.cory o.f Ua.ndorn Noist. Gordon and 
Brea.ch, Scicncc l'nb. ln c., New York, I !lfi:J. 
[25] A.O. Ca.ldeira and A.J. Leggct.t. l'al.h lnt.cgra.l approach to qua.ntum 
Brownian Motion. l'hysica, 121 i\:587, Hl83. 
[26] T.O. de Carvalho and M.A.M. de Aguiar. Classical chaos as an nnvi-
ronment for dissipat.ion. to appcar in Phys. Rev. Lei., l!J!Hi. 
[27] '1'.0. de C~rvH.Iho and M.A.M. de Aguiar. Eigenfunct.ions of the Liouville 
operat.or, periodic orbit.s aml the principie of uniformity. s1lhm.iUcd lo 
.!. Phys. A, 1995. 
[28] Michael Reed a.nd Barry Simon. Mcthods o.f Modem Malhematical Phy-
sics, volume L c 2. Academic Press, Iuc., New York, 1975. 
[29] Kurt. Gott.fried. Qtwntum Mcchanics: /<\mda.rnenlals. W.A. Benjamin, 
lne., Amsterdam, .l!JG6. 
[:m[ M.V. 13erry. Some qua.ntum-t.o-daSHical asymptotics. ln A. Voros M.-
J. Giannoni and .J. Zinn .Justin, edit.ors, Chaos el Physiq"Ut Qaa.nt.iqnc, 
page p.251. ~:lsevicr Science Puh., Amsterdn.m, 1991. 
[31] A.M. Ozorio de Almeida. a.nd J.H. Ha.nnay. H.esonant periodic orbil.s a.nd 
the semicla.ssical cnergy spectrum . .Joumal o.f f'hy.•ic.< A, 20:.">87:1, 1987. 
]:12] Michad Spivak. C..'alcnlu" on ManiJi>lrk W.A.Beujamin, lnc., Amst.cr-
dall\, 1965. 
[:J.J] M. V. llerry aud .J. P. Keat.i ng. !\ rui c li> r quautiziug eh aos'! J.l 'hy8. 
A :Math .. Gcn., 2:1:4H:I9-4849, 1990. 
[:14] Martin C. Gut.zwiller. Chaos Út Classical and Quantum Mechanics. 
Springer- Vcrlag, Ncw York, 1990. 
]:3.'i] B.O. Kooprnan. Hamilt.onian systerns aml transformat.ions in Hilbert 
spaccs. Proc. Na/. Acad. Sei. (USA), 17::.115 :118, 19:ll. 
[:Jfi] P.R. Ilalmos and .J.von Ncnmann. Opera.tor mcthods in classica.l me-
chanics, ii. A nn. Ma/h., 4:1:3:12 .. 350, HH2. 
[:17] Ya.G. Sinai. Dynamical systems with wnt.ably-rnultiple Lebesguc spcc-
t.nun i. A mcr. Math. Soe. Tmnsl. (2), :l9:tl:l·ll0, l!Hi4. 
]:18] I.M. Gel'fand and V.S. Fomiu. Geodesir: flows ou manifolds of const.ant 
negative curvaturc. Amer. Ma/h. Soe. 'l'ransl. (2), 1:49-(iii, l!Vi5. 
[:39] D. Auosov and Ya .. G. Sinai. Some srnooth crgodic systems. Uussian 
Math. Su·rvf:ys, 22:.103 167, 1967. 
[40] T.O. de Carvalho. Note on a. Dirac rneasure for t.hc Hamilt.ouiau llow. 
subrn-itted to J. Phy ... A - Letler to thc /':dito r, I 995. 
[41] L Prigogiue. Non-Bqnilibrium Slalistical Mcchanics (chap.l). John Wi-
ley & Sons, lnc., New York, 1962. 
[42] Pedro .1. Fernandez. Medida e lnlegmção. IM PA- CNPq, Rio de Janeiro, 
1976. 
[4:1] Ya.G. Sina.i. Dynamica/Systems 1/. Springer·Verlag, Hcrlin, 1~)89. 
133 
[<14] L. Schwa.rt.~. T!téO'I·ic de& Di8lribnlú"'"· ll<'rllla,Jlll & Cie., Edit.eur,, 
Paris, I 950. 
[4fi] A. A vez. Spectre discrel des systernes ergodiques classiques. C:. /l. Acad. 
Se. Pm·is, 264 (A):4!l--fi2, .l!l67. 
[46] P. Loehak and C. Mcunicr. Multiphase averaging for classical sy.>tems. 
Springer, New York, 1988. 
[17] A.M. Owrio de A lrncida. comunicação pessoal, 199.5. 
[48] I.S. Gradsht.cyn and I.M. Ryzhik. Tablc of Integrais Scries and froduct8. 
Aea.demic Press, Tnc., New York, 1980. 
134 
